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Ober einige grundgebilde der. projectiven geometrie 

VON 

c JUEL 

' In KOPENHAGEN. 

Seit dem Erscheinen der v. Staudt schen Geometrie der Lage ist es 
wie bekannt der synthetischen Geometrie möglich ihre Satze ganz all- 
gemein aufzustellen d. h. ohne Rftcksicht darauf, ob einige öder auch 
alle der eingehenden Elemente im Sinne der analytischen Geometrie ima- 
ginär sind. Nachdem die geometrischen Bedeutungen der imaginären 
Grundelemente eingeftthrt worden sind, ist es nun systematisch richtig und 
in der projectiven Geometrie genau besehen nothwendig von vome herein 
alle Elemente als unbedingt complex aufzufassen und z. B. die Beweise 
der Sat/e in der Geometrie der Ebene gleich so zu fohren, dass sie auch 
in der imaorinJlren Ebene ihre Göltiorkeit behalten. Hierbei fällt aber 
förs erste die besondere Stellung der reellen Elemente innerhalb der Samm- 
lung aller Elemente der Ebene weg, und dies ist fftr gewisse weitere Unter- 
suchungen ein Hindermss. Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist 
nun der, eine Grundlage för die aUgemein projective Behandlung derjenigen 
Fragen zu geben, welche grade auf eine Unterscheidung des reellen und 
des imaginären hinauslaufen. 

Im ersten Abschnitte gebe ich eine Theorie der Sammlung derjenigen 
Punkte einer Ebene, in welche die reellen Punkte einer reellen Ebene 
durch eine allgemeine projective Transformation ttbergehen. Diese Samm- 
lung wird eine zweidimensionale Kette genannt, in Ubereinstimmung mit 
der v. STAUDT'schen Terminologie, wo Kette (welche im vorliegenden 
einfache Kette genannt wird) die Sammlung derjenigen Punkte einer 
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2 C. Juel. 

Graden bedeutet, in welche die reellen Punkte einer reellen Graden durch 
eine projective Transformation öbergehen. Als ein einfaches Beispiel 
wahle ich die Aufgabe zu bestimmen durch wie viele centrische Projec- 
tionen vier allgemeine Punkte einer imaginären Ebene in vier reelle Punkte 
projicirt werden können. 

Im zweiten Abschnitte werden zunächst die vorstehenden Sätze dazu 
benutzt, die Paare von reellen öder conjugirt imaginären entsprechenden 
Punkten bei der projectiven Transformation einer reellen Ebene in sich 
zu bestimmen. Dann werden ferner besonders die hier sog. symmetralen 
Beziehungen behandelt. Es sind diese bisher ziemlich wenig untersucht, 
und soviel ich weiss, nirgends in system atischem Aufbau.' 

Obgleich ich die algebraischen AusfOhrungen bis auf spätere Zeit 
verschiebe, lassen sich die hier behandelten Probleme am leichtesten in 
analytischer Form andeuten. Bedeutet nämlich x die conjugirt imaginÄre 
Zahl zu X, wird eine allgemeine symmetrale Transformation der Ebene 
durch die Transformationsformeln 

px^ = ax -}• hy + cz u. s. w. 

bestimmt. Es werden die Doppelelemente und involutorischen Paare in 
derjenigen ebenen Correlation bestimmt, deren entsprechende Punkte sym- 
metral gepaart sind. Diese Correlation nenne ich eine zweidimensionale 
SymmetralitÄt, freilich inconsequent, indem sonst llberall, wenn von einer 
einfach unendlichen Zahl (von Lösungen) die Rede ist, darnit die Zahl 
der reellen Punkte einer reellen Graden gemeint wird. Es zeigt sich 
ferner, dass x = x der allgemeinsten Form einer involutorischen Symme- 
traltransformation entspricht. 

Der wesentlichste Theil dieses Abschnittes behandelt aber — in syn- 
thetischer und directer d. h. construirender Form — die Frage, in wie 
fern sich die Transformationsgleichungen mit reellen Coeflficienten schrei- 
ben lassen. Es ist dies för die projectiven Transformationen ira All- 
gemeinen nicht möglich — fOr die symmetralen dagegen immer, im 
AUgemeinen entweder durch zwei öder durch vier Gruppen von Trans- 
formationen (CoordinatenÄnderungen). Ich habe hier eine gewisse VoU- 



' In Felix Klein Dber Rietnanns Theorie der AheVschen hdegrale fiocleD sich 
wichtigo Sätze Uber weitergclicndc BcsiehuDgcn dieser Art. 
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standigkeit beabsichtigt und die Resultate fQr alle nicht zerfallenden 
Transformationen angegeben. 

Es mag noch auf die Beziehungen dieser Arbeit zu denjenigen Un- 
terguchungen von Möbius, welche sich an die Theorie der Kreisverwandt- 
schaften anknQpfen, hingewiesen werden. Die hier gewonnenen Resultate 
welche, wenn man sich allein an das Gebiet der imaginären Graden halt, 
auch ganz elementargeoraetrische Sätze geben, reichen jedoch wesentlich 
Q ber die MöBius'schen hinaus. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die Hauptresultate dieser Un- 
tersuchung obgleich zum Theil mit anderer Begröndung, schon in meiner 
Doctordissertation v. J. 1885 zu finden sind. 



Die zweidimensionale Keite. 

In einer reellen Ebene giebt es nach der projectiven Zählung v. 
Staudt's n* + ^^ + ^ reelle und imaginäre Punkte, insbesondere n^ + i 
reelle Punkte, wenn die reelle Grade n + i reelle Punkte enthält Die 
imaginäre Ebene ist von derselben Mächtigkeit wie die reelle; man wird 
desshalb auch die Sammlung der n' + i Punkte einer imaginftren Ebene 
bestimmen »können, welche wie die Sammlung der reellen Punkte einer 
reellen Ebene dadurch characterisirt ist, dass der Schnittpunkt zweier 
Graden, welche zwei der Sammlung angehörigen Paare von Punkten ver- 
binden, selbst ein Punkt der Sammlung ist 

Diese Sammlung öder Gruppe von Punkten sei eine zweidimensionale 

m . 

Kette genannt und JST" geschrieben. Es seien A und B zwei Punkte von 
Jfii" , C ein Schnittpunkt von AB und einer Verbind ungsgraden zwischen 
zwei anderen Punkten der Kette. Die ganze in der Graden AB ent- 
haltene durch A , B und C gehende einfache Kette k wird dann in K" 
enthalten sein. Nach dem Vorgange des Herrn Moritz Pasch in den 
Vorlesungen iiher neuere Geometrie, känn man nämlich durch Construc- 
tionen, welche die Kette ÄT" nicht verlassen, ein DNetz» von Punkten 
A y C^ , C\j . . . j C\ = B herstellen, dergestallt dass 

(^C;) .= {AC\) + {AC\) + . . . + M^J {r Addenden), 
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wo die Additionen iin v^ STAUDT^schen Sinne zu nehmen sind, so dass Ä 
der Nullpunkt und C der Unendlichkeitspunkt der additiven Transforma- 
tion ist. Weil man n so gross nehmen känn, wie man will, lasst sich 
durch fortgesetzte Construction von Punkten des Netzes AC^ C^. . . jeder 
Punkt der einfachen Kette ABC mit beliebiger Gen^uigkeit erreichen.^ 

Wenn die Grade AB noch einen nicht in h liegenden Punkt mit 
JSl" gemein hat, muss jeder Punkt von AB in Ä" liegen, und diese wird 
dann gradezu aus den Punkten der Graden bestehen; diesen Fall schliessen 
wir aus. 

Eine Grade, welche mit IC^ eine einfache Kette von Punkten gemein 
hat, sei der zweidimensionalen Kette adjungirt genannt. 

Die einfachen Ketten, welche in einer und derselben zweidimensiona- 
len enthalten sind, bilden eine Sammlung, welche in projectiver Beziehung 
ganz der Sammlung der in einer reellen Ebene liegenden reellen Graden 
analog ist. Ebenso wie man die imaginftren Eiementargebilde einer re- 
ellen Ebene durch reelle involutorische Gebilde darstellen känn, wird 
man auch in der imaginären Ebene jeden Punkt und jede Grade durch 
involutorische Gebilde darstellen können, welche in einer beliebigen festen 
zweidimensionalen Kette enthalten sind. Es ist nicht nöthig dies näher 
auszufilhren *^ und ich schliesse ojleich hieraus: 

Jede Grade einer Ebene, welche einer gegebenen JRC" nicht adjungirt istj 
hat einen und nur einen Punkt mit der Kette gemein^ und 

. Durch jeden Punkt einer EhenCj wélcher nicht in einer gegebenen Ä" 
liegty geht eine und nur eine GradCy welche der Kette adjungirt ist. 

Das duale Gebilde zu den Punkten einer Ä" Avird aus den Graden 
gebildet, welche einer anderen JST" adjungirt sind. Insbcsondere Averden 
die Graden, welche durch einen festen Punkt einer Ä" gehen und der- 
selben Kette adjungirt sind, eine »einfache Kette von Graden» bilden d. h. 
sie werden eine beliebige Grade in Punkten einer einfachen Kette schneiden. 

Durch eine Involution von Punktpaaren, welche in einer in JST" ent- 
haltenen einfachen Kette liegen, werden zwei Punkte der Ebene bestimmt, 
weil man die Involution in zwei Sinnen durchlaufen känn. Von zwei 



* Vgl. M. Pasch, Vorlesungen uber veuere Geomeirie, § 15. 

* Siehe v. Staudt, Beiirägey H^o. 138. 
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solchen Punkten Averden wir sägen, dass sie in Bezug auf die Ket^e Ä" 
symmetrisch liegen, öder dass sie durch die Kette JST" hannouisch getrennt 
werden. Man sieht leicht, dass die Punkte, welche zu den Punkten einer 
Graden öder den Punkten einer beliebigen Kette in Bezug auf eine feste 
Kette iC" symmetrisch liegen, selbst bzw. in einer Graden öder in einer 
Kette liegen werden, 

Wir wollen jetzt die Samnilung der Träger derjeuigen Punkte be- 
stimmen, welche einer festen Ä" angehören. 

Es seien A und B zwei Graden, welche der ÄT" adjungirt sind und 
demnach zwei einfache Ketten a^ und b^ mit Ä^" gemein haben werden. 
Die Träger der a^ und h^ angehörigen Punkte bilden zwei Regelschaaren 
a* und p^j die nach dem obigen eine Grade m gemein haben. Durch 
jeden reellen Punkt von m gehen zwei Graden, die eine der Regelschaar 
a', die andere der ^^ angehörig. In der durch zwei solche Graden be- 
stimmten Ebene liegt eine Grade — eine imaginftre Grade erster Art — 
die mit Ä" zwei Punkte gemein hat und demnach der Kette adjungirt 
ist. Umgekehrt wird jede reelle Ebene //, welche eine der Ä" adjungirte 
imaginäre Grade erster Art enthält, einen Strahl mit a^ sowie mit ^^ 
gemein haben und also die beiden durch a^ und ^^ bestimmten Hyper- 
boloide berllhren. Die Ebenen fi werden also auch den um die Hyper- 
boloide umgeschriebenen Torso bertihren; dieser ist hier reell, weil a^ 
und p^ reelle Graden enthalten und einen gemeinsamen reelleyi Strahl 
besitzen. Betrachten Avir nun eine beliebige in Ä^" enthaltene einfache 
Kette k^j so bestimmt diese wie oben ein Hyperboloid, und auch dieses 
wird wie a' und p^ in dem genannten Torso eingeschrieben sein. Hier- 
aus folgt, dass die Träger der Punkte der k^ — und demnach die Träger 
aller Punkte der JRC" -^ Doppeltangenten des Torsos sein werden; die 
BerQhrungspunkte sind entweder reell öder conjugirt imaginär. 

Umgekehrt sieht man auch leicht, dass zwei Regelschaaren, welche 
in einen Torso dritter Classe eingeschrieben sind, immer einen Strahl 
gemein haben, und dass zwei Doppeltangenten des Torsos eine und nur 
eine eingeschriebene Regelschaar bestimmen.^ Man hat also: 

Die Trägerkongruenz der Punkte einer zweicUmensionalen Kette wird 
aus den reellen Doppeltangenten eines reellen Torsos dritter Classe geUldet, 



* Das CDtwickeltc wird leicht Ubcrsichtlich, wenn das Dualitätspnucip angeweudct wird. 
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Eine Kette zweiter Dimension känn der Definition zufolge nicht durch 
weniger als vier Punkte bestimmt sein. Sind aber ABCB vier Punkte 
einer Kette Ä" und E der Schnittpunkt {AB. CD)j so werden die ein- 
fachen Ketten {ABE) und {GDE) zwei Regelschaaren und diese ferner 
einen Torso dritter Classe und damit die -Bl" bestimmen. Weil zwei 
einer Kette adjungirte Graden sich in einem Punkte der Kette schneiden, 
hat man gleich: 

Eine zweidiniensionale Kette ist eindewtig bestimmt durch i) vier Punkte 
2) drei Punkte und eine adjungirte Grade 3) einen Punkt und drei adjungirte 
Graden 4) vier adjungirte Graden. 

Dabei dtirfen selbstverständlich nicht drei der Punkte in einer Graden 
liegen und nicht drei der Graden durch denselben Punkt gehen. 
Weiter hat man: 

Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt^ wenn sie zwei Punkte 
A und B enthaUen und zwei andere C und D harmonisch trennen soll. 

Wenn AB und CD — die nicht zusammenfallen dörfen — einander 
in E schneiden, lege man in der Graden CD eine einfache Kette &*, 
Avelche durch E geht und C und D harmonisch trennt/ ebenso in AB 
eine Kette A}, welche durch -4 , E und B geht. Die Ketten k^ und k\ 
bestimmen die gesuchte Kette K^\ 

Auf diese Bestimmung l&sst sich die folgende zuröckftihren: 

Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt^ wenn sie zwei Paare 
von Punkten CD und EF harmonisch trennen soll. 

Die genannte Kette muss nämlich auch durch die Punkte [CE.DF) 
und {CF.DE) gehen. 

Noch sei bemerkt, dass eine zweidimensionale Kette durch zwei ein- 
fache Ketten von Graden bestimmt ist, wenn diese einen Strahl gemein 
haben. 

Wenn man die in eine Grade zerfallenen Ketten ganz von der Be- 
trachtung ausschliesst, sind in projectiver Beziehung alle Ketten gleich 



* Siehe v. Staudt, Beiirage, No. 141. 
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allgemein. In iiicht projectiver Beziehung finden sich dagegen specielle 
Ketten, die in mehreren Problemen auftreten können, und ich werde diese 
hier anfQhren, indem ich bei der Classification von der Lage der Kette 
zur reellen Axe u der imaginären Ebene ausgehe. 

I. Die reellen Punkte der Axe u gehör en alle der Kette an. 

Es seien A und B zwei Punkte der Kette; die Grade AB wird dann 
einen reellen Punkt enthalten nämlich (AB.u). AB muss desshalb eine 
iinaginare Grade erster Art sein, und die Träger der Punkte A und B 
mOäsen sich schneiden. Indem A und B beliebige Punkte von Ä" sind, 
folgt darauSy dass in diesem Falle alle Träger von Punkten der Kette 
durch einen festen Punkt gehen mössen. Eine Kette dieser Art erhalt 
man, wenn man die reellen Punkte einer reellen Ebene aus einem reellen 
Punkte auf eine imaginäre Ebene projicirt. 

II. Die Aooe u ist der Hette adjungirt. 

Sind A j B j G j D vier Punkte der Kette, deren TrÄger sich nicht 
schneiden, werden die durch AjBj{AB.u) und C , D ^ {CD.u) gehen- 
den einfachen Ketten zwei Regelschaaren a' und ^^ bestimmen; diese 
haben hier zwei Strahlen gemein, namlich u und den Träger f von 
{AB. CD). Die Träger der Punkte von Ä^" werden desshalb in diesem 
Falle eine lineare Congruenz bilden, deren Leitgraden die zwei (reellen 
öder imaginären) Graden sind, in denen sich die durch a* und ^^ be- 
stimmten Hyperboloide aiisser in u und f schneiden. Die einfache Kette 
von Punkten, welche u hier mit -ST" gemein hat, wird keinen öder auch 
zwei reelle Punkte enthalten; jenachdem der eine öder der andere Fall 
eintritt, wird die lineare Congruenz zwei , conjugirt imaginäre öder auch 
zwei reelle Leitgraden haben. 

III. Die Axe u hat einen und nur einen reellen Punkt mit der Kette 
gemein. 

Wenn O der reelle Punkt der Kette Ä"" ist, gehen durch O unend- 
lich viele zu Ä" adjungirte Graden erster Art, also auch unendlich yiele 
Beröhrungsebeiien zu dem durch die Kette bestimmten Torso. Dieser 
muss desshalb hier in einen Kegel zweiter Classe, dessen Spitze in O fällt, 
und noch eine Grade p zerfallen. Die Träger der Punkte dieser speciellen 
Kette werden demnach alle einen Kegel zweiter Classe bertlhren und 
ausserdem eine feste Tangente p dieses Kegels schneiden; p ist selbst 
Träo^er eines Punktes der Kette. 
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Auf eine Kette der letzten Art kommt man, wenn man die reellen 
Punkte einer reellen Ebene aus einem imaginftren Punkte P des Raumes 
auf eine imaginäre Ebene projicirt; die Träger der Projektionen werden 
dann den Träger p von P schneiden und mössen demnach auch einen 
festen Kegel berQhren — was öbrigens auch eine von dem obigen un- 
abhj^ngige kurze Oberlegung direct zeigen wörde. 

Umgekehrt känn man sich jede Kette der Art Illin der oben ge- 
nannten Weise erzeugt denken. Auf der Graden p^ Avelche von sämmt- 
lichen TrJlgern geschnitten wird, wähle man nur einen beliebigen imagi- 
nären Punkt P. Die reellen Punkte derjenigen Graden, welche P mit 
drei imaginären Punkten von jfiT" verbinden, bestimmen eine reelle Ebene, 
derén reelle Punkte aus P in die Punkte von Jf" projicirt Averden. 

Nach diesen Bemerkungen ist es leicht die Frage zu behandeln, 
durch wie viele centriscHe Projectionen sich vier allgemeine Punkte 
ABCD einer iinaginären Ebene in vier reelle Punkte einer reellen Ebene 
ttbertragen lassen. Durch eine Projection ist dies im Allgemeinen jeden- 
falls nicht möglich, denn die durch ABCD gehende Kette i^" mOsste 
dann von der speciellen Art III sein. Man känn es aber immer durch 
eine Projection erreichen, dass eine beliebige Kette in einer Ebene tt in 
eine Kette von dieser besonderen Art, welche in einer anderen iniaginftreii 
Ebene ;r, liegt, transformirt wird. Man braucht namlich nur das (reelle 
öder imaginäre) Projectionscehtrum in dem Träger m eines Punktes M der 
Kette — aber ausserhalb tt — und die reelle Axe von tt^ durch einen 
reellen Punkt von m zu Avählen. Durch zwei auf einander folgende 
Projectionen känn man also immer das verlangte leisten. Hierbei ist 
dass zuletzt benutzte ProjectionscentrutYi im Allgemeinen imaginär. Man 
känn aber auch fragen, wie viele Projectionen nöthig sind, Avenn sie 
sammtlich reell sein sollen. Man wird dann sehen^ dass man mit drei 
Projectionen auskommen känn. Durch Projection aus eiriem reellen Punkte 
känn man nämlich erst Avie oben eine Kette Ä"", der Art III herstellen. 
Die Träger der Punkte von Jf " schneiden alle eine Grade p und be- 
rfthren eine Keo^elfläche x. Man leo^e nun eine reelle Beröhrunci^sebene 
a zu Xj welche j9 in P schneiden möge. Die Projection von Jf" aus P 
auf eine imaginäre Ebene tt^, deren Axe in a liegt, wird dann eine Kette 
in r^ von der oben genannten Art I ergeben; diese Kette känn ferner 



/ 
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aus einem bestimmten reellen Punkte in die Kette der reellen Punkte 
einer ganz beliebigen reellen Ebene projicirt werden. 

Wir wollen jetzt zwei zweidimensionale Ketten betrachtcn, welche 
in derselben Ebene liegen, und die gemeinsamcn Punkte derselben be- 
stimmen. Die Anzahl dieser Punkte känn im Allgemeinen höchstens drei 
betragen, weil eine Kette schon durch vier Punkte bcstimmt ist. 

Die gegebenen Ketten seien K" und Ä""; um die Schnittpunkte zu 
bestimmen, lege man durch einen beliebigen festen Punkt A von Ä^", 
der nicht in ICi liegt, die Graden a, welche der X" adjungirt sind, und 
deren Schnittpunkte mit Ä" eine einfach unendliche kontinuirliche und 
geschlossene Reihe von Punkten bilden. Diése Punktreihe a känn mit 
einer in iC" liegenden einfachen Ketté k^ höchstens zwei Punkte gemein 
haben, dcnn durch k^ Avird eine Grade bestimmt, welche von den Graden 
a in den Punkten einer neuen einfachen Kette k^ geschnitten wird, und 
Äj und k^ können höchstens zwei Punkte mit einander gemein haben — 
wenn aber einen dann im Allgemeinen noch einen zweiten. 

Ersetzt man A durch einen neuen Punkt B von Ä"", erhalt man in 
Ki^ eine neue analoge Punktreihe y9. Auf die Schnittpunkte von a und 
ji känn man die tiblichen Sätze der geometria situs llber reelle Curven- 
zweige anAvenden, was desshalb angeht, weil man för diese Sätze pro- 
jective Beweise geben känn. Indem nun a und p von jeder der Kette 
K" adjungirten Graden in zwei Punkten geschnitten werden, mdssen a und 
^ einander in einer graden Anzahl von Punkten schneiden. Ein Schnitt- 
punkt ist aber von vorne herein gegeben, namlich der in K^ liegende 
Punkt von AB] jeder andere Schnittpunkt liegt sowohl in K^ — weil 
in a — , als in Ä" — weil er der Schnittpunkt zweier zu iC" adjun- 
girten Graden ist; Ä" und K^ werden also im Allgemeinen einen öder 
drei Punkte gemein haben; diese letzteren können aber auch Avie ge- 
Avöhnlich zusammenfallen. 

Bei besonderer Wahl von A känn die zugehörige Kette a alle Punkte 
einer einfachen Kette k^ enthalten. Weil a auch in diesem Falle mit 
jeder anderen in X" liegenden einfachen Kette höchstens zwei Punkte 
gemein haben känn, muss a hier aus zwei einfachen Ketten zusammen- 
gesetzt sein. 

Bei specieller Lage von X" und K^ känn es ferner geschehen, dass 
auch ji in ein Paar von Ketten zerfällt, von welchen die eine mit einer 

Aeta fnathemalica. T4. Imprimé \e 27 novombrc 1889. 2 



10 v. Juel. 

derjenigen Ketten identisch ist, iii welche a zerfallt. In diesem Falle 
werden dunri Ä" und iC" nlle Punkte einer einfachen Kette und ausser- 
dem noch einen isolirten Punkt gemein haben. 

Weil die zweidimensionalen Ketten selbstdualistische Gebildc sind 
(siehe S. 4), sielit man gleich, dass zwei solche Ketten im Allgemeinen 
entweder eine öder aueh drei adjungirte Graden gemein haben werden; 
wenn deren drei existiren, werden sie die drei gemeinsamen Punkte der 
Ketten verbinden, 

Betrachten wir noch besonders den Fall, wo /il" und jfiT" nur einen 
Punkt gemein haben, der abcr nicht mehrfach zu zählen ist. In diesem 
Falle giebt es auch eine (und nur eine) Grade a, die sowohl zu Ä" wie 
zu Kl adjungirt ist, und demnach mit diesen die einfachen Ketten Ä*, 
und k^ gemein hat. Weil nun diese einander nicht schneiden, känn 
man wie folgt sehen, dass sie beide durch ein und dasselbe Punkt- 
paar getrennt sein werden. Die Punkte, welche durch k und k^ von 
einem beliebigen Punkte P der Graden a harmonisch getrennt sind, seien 
bzw. Q und Q^. Durch P, Q und Q^ geht eine einfache Kette, welche 
k und Ä*j in MN bzw. M^N^ schneiden möge, und diese zwei immer re- 
ellen Punktpaare Averden einander nicht trennen, wenn, wie vorausgesetzt, 
k und A'j einander nicht schneiden. ^ Es finden sich demnach in der 
durch PQQi gehenden Kette zwei Punkte E und F, Avelche durch MN 
sowie durch M^N^ harmonisch getrennt werden. Dieselben Punkte sind 
der Definition zufolge auch durch Ä" und K^ harmonisch getrennt, öder 
liegen in Bezug auf diese * symmetrisch. 

Es folgt also: 

Zwei zweidlmenslonale Ketten hahen im Allgemeinen einen öder auch 
drei Punktey sowie bzw. eine öder auch drei adjungirte Graden gemein. 
Wenn sie einen und nur einen Punkt gemein hahen, giebt es zwei Punkte 
— und auch zwei Graden — welche in Bezug auf die heiden Ketten sym- 
metrisch liegen, 

Wenn die zwei Ketten mehr als drei Punkte gemein haben, werden die 
gemeinsamen Punkte ans allén Punkten einer einfaclien Kette und noch einem 
isolirten Punkte bestehen. 



* Siehe v. Staudt, BcUriige No. 207. 
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Ich will hier noch die besonclere Lage von zweidimensionalen Ketten 
liervorheben, welche eintritt, wenn man eine Kette K\^ durch zwei Paare 
von Punkten legt, welche in Bczug anf eine andere Kette Ä"" symme- 
trisch liegen. Weil eine zweidnnensionale Kette durch vier Punkte be- 
stiinmt ist, Avird K^ in Bezug auf Ä'" selbstsyrnmetrisch sein, d. h, die 
Punkte von /i" werden ^ch in Paare von ^ Punkte vcrtheilen, welche 
durch Ä^" harinonisch getrennt sind. Man känn nun zeigcn, dass diese 
Lage gegenseitig ist, d. h., dass auch Ä'" in Bezug auf Ä" selbstsynime- 
trisch sein wird. I5s seien ÄA' und BB' zwei Paare von Punkten in 
Kij welche in Bezug auf Ä"" symmetrisch liegen. Die Grade AÄ' ist 
zu Ä"" Avie zu X" adjungirt, und sie liabe mit der ersteren die Punkte 
der einfachen Kette A-, mit der zweiten die Punkte der Kette Ä', gemein. 
Dann wird k^ in Bezug auf k selbstsymmetrisch sein, und daraus folgt, 
dass auch k in Bezug auf Ä:^ selbstsymmetrisch sein wird; ^ zwei solche 
Ketten känn ihan als einfache Orthogonalketten bezeichnen. Demnach 
finden sich in k Punktpaare, Avelche in Bezug auf K" symmetrisch liegen. 
Ebenso känn man in der Graden BB' Punktpaare bestimmen, welche in 
Bezug auf K" symmetrisch und zugleich in X" liegen, und hieraus folgt 
der Satz. 

Zwei solche Ketten, welche wir als gegenseitige Orthogonalketten be- 
zeichnen wollen, sind in dem oben erwähnten Fall unendlich viele Punkte 
mit einander gemein zu haben, nämlich eincn isolirten Punkt O und ausser- 
dem noch alle Punkte einer gewissen einfachen Kette k, Durch O gehen 
zugleich die Verbindungsgraden aller derjenigen Punktpaare in der einen 
Kette, welche in Bezug auf die andere symmetrisch liegen, und die 
Punkte eines beliebigen Paares werden durch O und k harmonisch getrennt. 



I>ie i^ivel eti^fachsten Punkttransformationen einer Ebene. 

Die einfachste Transformation cines ebenen Punktsystems in ein an- 
deres, wird -diejenige sein, welche jeden Punkt und jede Grade der einen 
Ficrur in ein ebensolches Element der anderen transformirt. Wird ferner 
vorausgesetzt, dass Incidenz- und Coincidenzverhilltnisse unverändert uber- 
gehen, in welchem Falle Avir die Transformation continuirlich nennen. 



* Siche v. Staudt, Beiträge No. 240. 
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schliesst man aus der Grundeigenschaft des vollständigen Vierecks, dass 
vier harinonische Punkte wieder in vier harmonische Punkte tibergehen. 
Daraus ist man aber bei allgemeiner projectiver Auffassung, Avelche alle 
Eleraente als unbedingt complex voraussetzt, noch niclit berechtigt zu 
schliessen, dass jede Elementarreihe in eine damit projective ttbergehe. ' 
Die v. SxAUDT^sche Definition der projectiven Beziehung von zAvei ein- 
förmigen Elementarreihen lautet auch wie folgt: zwei einförmige Gebilde 
sol len zu einander projectivisch heissen, wenn sie so auf einander bezogen 
sind, dass jedem Elemente des einen Gebildes ein Element des anderen 
entspricht und tiberdies je zwei homologe Wtirfe, was den Sinn anbe- 
langt, von einerlei Art sind.^ Aus dieser Definition leitet er dann den 
Satz ab, dass in zwei projectiven graden Punktreihen vier harmonischen 
Punkten wieder vier harmonisehe Punkte entsprechen. v. Staudt schlägt 
also bei der Bestimmung der Projectivität zweier complexen Elementar- 
reihen einen ganz anderen Weg ein als bei den reellen projectiven Reihen. 
Dies war aber nothwendig; die v. STAUi)T'schen Beweise zeigen namlich 
in der That zugleich, dass w^nn zwei einförmige Gebilde so auf einander 
bezogen sind, dass die Elemente derselben einander gegenseitig eindeutig 
entsprechen und ttberdies je zwei homologe Wtirfe, was den Sinn an- 
belangt, nicht von derselben Art sind, auch dann die vier harmonischen 
Elementen entsprechenden wieder vier harmonische Elemente sind. 

Eben auf der v. STÅUDi^schen Arbeit fussend muss es dann berech- 
tigt erscheinen von vorne herein neben der projectiven Beziehung von 
zwei Ebenen noch eine andere aufzustellen, welche continuirlich ist, und 
in welcher Punkt und Grade wieder Punkt und Gradc entsprechen, 
während entsprechende Wurfe, was den Sinn anbclangt, nicht von derselben 
Art sind. Diese Avollen wir eine symmetrale Beziehung und die zugehörige 
Transformation eine symmetrale Transformation nennen. Es giebt in der 
That nur zwei Möglichkeiten, denn die Punkte zweier graden Punktreihen 
a und h der einen Figur känn man immer perspectiv mit einander ver- 
kntlpfen, Avodurch die Punkte der entsprechenden Reihen a^ und h^ auch 
so mit einander verknttpft werden. Es ist desshalb nicht möglich, dass* 
zwei Punktreihen a und a^ projectiv, wilhrend zwei andere h und h^ sym- 
metral gepaart seip können. 



* Sichc v. Staudt, Beiträge No. 215. 
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Eine aus Punktpaaren PP^ gebildete Figur iienne ich eine Collineation 
{Projectivität) öder eine Symmetralitäty jenachdem die Punkte P in die zu- 
gehörigen Punkte P^ durch eine projective öder eine symmetrale Trans- 
formation nbergehen. Der Satz, dass durch eine projective Transforma- 
tion einer Ebene in sicli im Allgemeincn drei Punkte in sich tlbergehen, 
känn man dann auch so ausdrlicken, dass es in einer (zweidimensionalen) 
Projectivität drei Doppelpunkte giebt. Man hat als die einfachsten Sätze: 

Eine Symmetralität ist durch vier heliebige Paare bestimmt. 

Dieser Satz lässt sich ganz Avie der analoge tlber die Projectivität be- 
Aveisen, und ist denselben Beschränk ungen wie dieser unterworfen.^ 

Zwei Systemej ivelche zu einem und demselben dritten Systeme symme- 
trål sind, werden unter sich projectiv sein. 

Dieser Satz, der eine directe Folge der Definition ist, zeigt, dass .die 
symmetralen Transformationen nicht wie die projectiven eine Gruppe bilden. 

Ehe ich in der Untersuchung der symmetralen Beziehungen weiter 
gehe, will ich erst mit Benutzung der im vorigen Abschnitte eingefQhrten 
zweidimensionalen Kette die Frage beantworten, wie viele reelle Elemente 
durch eine projective öder symmetrale Transformation wieder in reelle 
Elemente tlbergehen, wobei die Figuren in derselben reellen Ebene ge- 
dacht sind. Die reellen Punkte der Ebene bilden dann eine Kette, 
während zwei conjugirt imaginäre Punkte durch diese Kette harmonisch 
getrennt sind. Weil nun eine Kette durch jede projective und symme- 
trale Transformation in eine ebensolche libergeht, und die Elemente, 
welehe zwei zweidimensionale Ketten mit einander gemein haberi können, 
frfther untersucht worden sind, hat man: 

Durch eine allgemeine projective öder symmetrale Transformation einer 
reellen Ebene in sich werden entweder drei reelle Punkte und drei reelle 
Graden öder auch nur ein reelhr Punkt und eine reelle Grade in reelle 
Elemente transformirt. In dem letzteren Falle giebt es zugleich ein Paar 
von conjugirt imaginären Punkten — und von conjugirt imaginären Graden 
— tvelche in ein ebensolches Paar transformirt werden. Speciell können 



' Id dicscm Satzo liegt zugleich der Kxistenzbcweis, 
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auch alle red len Punkte einer reell en Graden und noch ein isolirter Funkt 
in reelle Punkte transformirt werden. 

In (lem letzten speciellcn Falle wcrdcn auch unendlich viele Paare 
von conjugirt imaginären Punkten in solclie tibergehen; diese Paare werden 
in jeder der Figuren in einer Graden liegen. Wenn aber zwei Paare 
von conjugirt imaginären Punkten, welche nicht in einer Graden liegen, 
wieder in solche ttbergehen, muss zugleich jeder reelle Punkt in einen 
reellen ttbergehen, weil eine zweidimensionale Kette, welche zwei Paare 
von nicht iii einer Graden liegenden Punkten harmonisch trennt, dadurch 
eindeutig bestimmt ist. 

Noch specieller känn die Kette der reellen Punkte in Punkte einer 
Kette transformirt Averden, welche zur ersteren orthogonal ist. Man er- 
sieht hieraus die Möglichkeit einer solchen projectiven Transformation 
einer reellen Ebene tt in eine andere tt,, dass die reellen Punkte von ;r, 
welche durch einen gewissen Punkt und eine gewisse Grade harmonisch 
getrennt Averden, in conjugirt imaginäre Punkte von tt^ tibergehen, und 
umgekehrt. Diesen Fall hat man z. B., wenn man einen reellen Kegel- 
schnitt durch eine imaginäre Collineartransformation in sich transformirt. 

Ich gehe jetzt dazu i\ber zu untersuchen inwiefern ZAveidimensionale 
Ketten durch eine gegebene projective Transformation in sich ubergehen 
können. Hierdurch wird zugleich entschfeden, ob die allgemeine Projec- 
tivitat durch eine projective Transformation in eine solche Projectivität 
transformirt werden känn, in welcher das jedem reellen Eleniente ent- 
sprechende Element wieder reell ist; eine solche Transformation selbst 
känn man (sowie auch die zugehörige Projectivitat) reell nennen. Um 
dies zu untersuchen denken wir uns erst, dass die Projectivität drei Doppel- 
pupkte E y F , G hat, von welchen nicht zwei zusammenfallen. Wenn nun 
K" eine Doppelkette in der Projectivitllt sein soll, werden denjenigen 
Punkten, welche in Bezug auf X" symmetrisch liegen, wieder solche Punkte 
entsprechen; desshalb m(\ssen entweder alle drei Punkte EFG in Ä" 
liegen, öder auch nur der eine Punkt E, wahrend die zwei anderen in 
Bezug auf iC" symmetrisch liegen. 

Es seien nun PP^ und QQ^ zwei Punktpaare in der Projectivitat; 
man hat dann 

E{FGFQ)J E{FG1\Q,) 
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und 

F{EGFQ)']{F{EGF,Q,). 



A US diesen folgen: 



und 



E{FGPP,)-K E{FGQQ,) 



F{EGPP,)-J\F{EGQQ,). 

Wenn demnach EE .FF.GG.PP^ . QQ^ Paare in einer gewissen Projecti- 
vitilt sind, Averden EE , FF . GG .PQ. P^Q^ Paare in einer anderen Pro- 
jeetivität scin. Ist nun Ä" eine selbstentsprechende Kette und P ein 
Punkt dieser Kette, werden demnach nicht nur EFGPP^, sondern auth, 
wenn QQ^ ein beliebiges neues Paar ist, EFGQQ^ in einer Kette liegen. 
Ebenso werden QQ^ in einer durch E gehenden und F und G harrno- 
nisch trcnnenden Kette liegen, wenn dies fQr ein Punktpaar PP^ gilt. 
Man hat also: 

Es giebt in einer Projeclivität hn AUgemeinen keine öder auch unend- 
lich viele Doppelkeften. 

Ein ftlr alle Mal benierke ich, dass ein Satz wie dieser sich auch 
wie folgt ausdrttcken lässt: 

Man känn durch keine öder durch ziveifach unendlich viele wesenfUch 
verschiedene Lineartransformafionen eine aUgemeine Projectivität in eine reelle 
transformiren. 

Wesentlich verschieden sind hier diejenigen Transformationen, welche 
nicht durch eine reelle Transformation in einander tlbergehen können. 

Beide Systeme von Doppelketten werden sich im AUgemeinen nicht 
vorfinden. Wenn nämlich durch E , P und P^ zwei Ketten gehen, von 
welchen die eine F und G enthält, wahrend die andere F und G har- 
monisch trennt, werden die zwei Ketten orthogonal sein mössen, und 
zwar so, dass der isolirte gemeinsame Punkt der Ketten in FG liegt 
(S, ii). Die anderen gemeinsamen Punkte E ^ P und P^ werden deshalb 
in einer qinfachen Kette, also jedenfalls in einer Graden liegen, d. h. 
die gegebene Projectivität wäre in diesem Falle eine Centralcollineation. 

Wenn man nun die Centralcollineation direct betrachtet, sieht man 
wie oben, dass eine Doppelkette nothwendig das Collineationscentrum E 
enthalten und der Axe e adjungirt sein muss. Auch hier wird sich im 
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Allgemeinen keine Doppelkette vorfinden, dagegen unendlich viele, wenn 
das charakteristische Doppelverhältniss reell ist, denn sind PP^ , PiPi 
zwei Paare in der Collineatioji, und schneidet die Grade PPj die Axe c 
in Qy mttssen EQPP^P[ Punkte einer und derselben einfachen Kette sein; 
die Doppelketten sind offenbar alle diejenigen, welche E und eine be- 
liebige? in e liegende einfache Kette enthalten. Es giebt demnach hier 
eine vierfach miendliche Menge von Doppelketten. Die Bestinimung wird 
nur dann illusorisch, wenn E m e liegt. 

Ich Averde nun den Fall behandeln, dass zwei der Doppelpunkte 
EFG öder auch alle drei zusammenfallen. Wenn erstens nur F und G 
in F zusammenfallen, muss eine Doppelkette nothwendigcrweise E und 
eine in 6 = FG liegende und durch F gehende einfache Kette enthalten. 
Man hat nun den bekannten Satz, dass, wenn MM^ , M^ M[ zwei Paare in 
einer Projectivität im einförmigen Gebiete sind, in welcher die Doppel- 
elemente in O zusammenfallen, dann OMMiM[ vier harmonische Ele- 
mente sind; demnach werden, wenn PPi , PiP[ zwei Paare in der hier 
betrachteten Projectivität sind, EF , EP , EPi , EP[ vier harmonische 
Graden sein. Dagegen wird das Doppelverhältniss der Graden FE j FP^ 
FPi , FP[ im Allgemeinen iiicht reell sein. Desshalb findet sich hier im 
Allgemeinen keine zweidimensionale Doppelkette, wenn aber eine dann 
zweifach unendlich viele. 

Anders verhält es sich, wenn alle drei Doppelpunkte- in einen Punkt 
E zusammenfallen. Dann mtlssen auch die drei Doppelgraden efg in eine 
Grade e zusammenfallen; wenn nämlich nicht, wörde die Collineation eine 
Centralcollineation sein, in welcher das Centrum E in der Axe e läge. 
Schliessen wir fttr einen Augenblick diesen Fall aus, und seien wieder 
PPi und PiP[ zwei Paare in der Collineation. Wenn nun durch P eine 
Doppelkette Ä"" geht, wird diese durch EPPiP[ bestimmt sein. Weil 
aber e , EP , EP^ , EP[ vier harmonische Graden sind, wird e der Kette 
adjungirt sein, und deshalb werden auch die Punkte Q={e.PP^) und 
Qi = {e.PiP[) in Ä" liegen. J5, Q und Q^ bestimmen aber in e eine 
einfache Kette, welche in der Collineation sich selbst entspricht, Aveil der 
entsprechende Punkt Q[ zu Q^ mit EQQ^ zusammen vier harmonische 
Punkte bilden. Die Kette Ä" ist also wirklich eine Doppelkette, weil sie 
mit der entsprechenden die Punkte EPiP[Q[ gemein hat. Es giebt demnach 
in diesem Falle immer eine zweifach nnendliche Metige von Doppelketten, 
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Es steht nur noch zurttck die Doppelketten in einer Centralcollinea- 
tion zu bestimmeny deren Centrum E und Axe 6 incident gind. Man 
sieht hier leicht unmittelbar, dass jede zweidimensionale Kette, welche 
zwei beliebige entsprechende Punkte P und P^ ' sowie Äwei beliebigé 
Punkte von e enth&lt — und i^ur eine solche — eine Doppelkette sein 
wird. Es giebt deranach hier wie in der allgemeinen CentralcoUineation, 
dessen Doppelverhältniss reell ist, immer vierfach unendlich vide Doppdketten. 

Es mag an dieser Stelle eine besondere Bestimmung einer projectiven 
— öder wenn man will, symmetralen — Transformation erwahnt werden, 
welche die besondere Stellung der reellen Punkte innerhalb der Samm- 
lung aller Punkte einer reellen Ebene scharf hervorhebt Es seien zur 
Bestimmung einer projectiven Transformation drei Paare von entsprechen- 
den Punkten ÄA^,BB^yCC^ gegeben; dadurch wird eine vierfach un- 
endliche Menge von Transformationen bestimmt. Wenn in zwei von 
diesen MiM[ , NiN[ die zwei festen Punkten M und N entsprechenden 
sind, werden A^BiG^M^N^ und AiB^CiM[N[j also nach dem obigen auch 
AiB^C^M^M[ und A^B^G^N^N*^ einander in einer gewissen Collineation 
entsprechen. Pie Systeme von Punkten, welche in allén den gegebenen 
Systemen ^swei festen Punkten entsprechen, werden also unter.sich pro- 
jectiv sein. Weil nun zwei zweidimensionale Ketten im Allgemeinen 
einen öder drei Punkte gemein haben, schliesst man: 

Wenn zur Bestimmung einer in einer reellen Ebene liegenden Projec- 
tivtransformation drei Paare von entsprechenden Punkten gegeben sindy und 
atisserdem nochj dass die zwei festen Punkten entspreclienden reell sein solleHy 
so werden hierdurch im Allgemeinen drei öder auch eine Transformation 
bestimmt. 

Die Zahl der Lösungein känn auch einfach öder zweifach unendlich 
werden, aber selbst das letztere besagt noch keineswegs, dass die Auf- 
gabe vollstäridig unbestimmt ist. , 

Ich gehe jétzt zur nähéreh Untersuchung der Symmetraltransforma- 
tion einer Ebene ftber. Um diese fördern zu könpen wird es jedoch erst 
nothwendig sein die Symmetraltransformation in einem einfOrmigefh Ge- 
biéte zu untersuchen. Als solche nehme ich eine Grade, deren Punkte 
symmetral gepaart werden; diese Abhängigkeit ist, wie a us der Definition 

Aetm mathtmatica, 14. Imprimé le 80 novembre 1889. 3 
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folgt, durch drei Paare von entsprechenden Punkten bestimmt. Wir 
suchen nun die Punkte, welclie durch die Transformation PP^ in sich 
ubergehen. Entspricht dem Punkte P^ wieder ein neuer Punkt P[y so 
bilden die Paare PP[ eine Projectivitat; das Paar von Doppelpunkten 
E und F in dieser wird auch ein Doppelpaar in der gegebenen Symmetra- 
litat bilden, weil diese sonst involutorisch sein wörde — ein Fall, den wir 
nachher behandeln. Dies ist aber auf doppelte Weise möglich: entweder 
werden E und JS, F und F öder* auch jÉ und -F, -Fund J5 entaprechende 
Punkte sein d. h. ^ . 

Durch eine SymmetraUransformation einer Graden in sich werden ent- 
weder jswei öder auch kein Punkt in sich träns formirt ; im letzten Folie giébt 
es ein (und nur ein) Paar von Punkten^ die sich umgetauscht entsprechen. 

Die zwei Doppelpunkte einer Symmetralitat können auch zusammen- 
fallen; man sieht leicht, dass die Symmetralitat auch durch ein Paar PP^ 
und einen Punkt J5, in welchen die zwei Doppelpunkte zusammcnfallen, 
vollstandiff bestimmt ist. 

Es bleibt noch die Möglichkeit zu untersuchen, dass P und P[ iden- 
tisch zusammcnfallen, in welchem Falle die Symmetralitat PP^ involu- 
torisch ist. Sind nun PP^ und QQ^ zwei Punktpaare in einer involu- 
torischen Symmetralitat, so hat man, wenn ich \/ als Zeichcn der symme- 
tralen Beziehung wahle, 

also auch 

In der durch die Paare PP.P^P^.QQ bestimmten neuen Symmetralitat, 
wird die durch PP^Q gehende einfache Kette k Punkt för Punkt sich 
selbst entsprechen, während — wie man direct aus der Definition der 
symmetralen Abhangigkeit schliesst — zwei beliebige entsprechende Punkte 
durch k harmonisch getrennt sind. Desshalb muss auch der Punkt Q^^ 
der nach (2) ein weiterer Doppelpunkt ist, in k liegen. Die involutorische 
Symmetralitat ist also nicht wie die involutorische Projectivitat durch 
zwei beliebig gcgebene Punktpaare bestimmt, sondern nur durch solche, 
welche einer und derselben einfachen Kette angehören. 
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Wenn uragekehrt PP^yQQ^ vier Punkte einer Kette sind, wird die 
durch die Paare PP^.P^P.QQ^ bestimmte Syrametralitftt noch das Paar 
QQ enthalten und involutorisch sein, denn, wenn R ein beliebiger Punkt 
der Graden ist, folgt aus 



und 



zugleich 



{PP,QR)V{P,rQ^R,) 
{PP,Q,R)ViP^PQR,) 



Wenn nun PP^ und QQ^ in k einander nicht trennen, gicbt es in k zwei 
Punkte -Bj und E^y welche in der gegebenen Symmctralität Doppelpunkte 
sind; innerhalb einer Kette ist näralich eine symmetrale Beziehung von 
einer projectiven nicht verschieden, so dass E^ E^ die Punkte sind, welche 
PP^ und QQ^ harmonisch trennen. Legt man ferner eine Kette durch 
E^ und ein neues Paar von entsprechenden Punkten^ wird es in dieser 
ausser E^ noch einen anderen Doppelpunkt E^ geben. Die durch E^E^E^ 
gehende Kette k^ wird in der gegebenen Synimetralität Punkt för Punkt 
sich selbst entsprechen, und zwei beliebige entsprechende Punkte werden 
durch diese feste Kette harmonisch getrennt. Weil incidente Punktreihen 
nur dann als ^ symmetral gepaart aufgefasst werden können, wenn sie in 
einer und derselben einfachen Kette liegen, giebt es ausserhalb k^ keinen 
Doppelpunkt 

Wenn dagegen PP^ und QQ^ sich in k trennen, wird es tiberhaupt 
keine Doppelpunkte geben können. Man hat also: 

Die involutorische Symmetraltransformation einer Graden in sich ist 
durch zwei Punktpaare bestimmty insofern diese einer und derselben ein^ 
fachen Kette angehören. Es giebt entweder keinen sdbstentsprechenden Punkt 
öder auch unendlich viele, welche eine einfache Kette fållen. 

Nach dem obigen giebt es, wenn ÄÄ^ , BB^ zwei Paare einer in- 
volutorischen Symmetralität sind, in der durch diese Punkte gehenden 
Kette k zwei Doppelpunkte, wenn die Symmetralität tlberhaupt Doppel- 
punkte hat, und umgekehrt. Wenn dies nicht der Fall ist, känn man 
dagegen ein aber auch nur ein Paar von entsprechenden Punkten CC^ 

• 

bestimmen, welche zugleich in Bezug auf k symmetrisch liegen. Sind 
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namlich in der gegebenen SyinmetralitÄt PP^ zwei beliebige entsprechende 
Punkte, und P^ der Punkt, der in Bezug auf k symihetrisch zu P^ Hegt, 
so werden die Paare PP[ eine Projectivitat bilden, in der die Kette k sich 
selbst entspricht, und deren Doppelpunkte CC^ daher entweder in k liegen 
öder durch diese harmonisch getrennt sind. Das erstere findet hier nicht 
Statt, weil sonst auch die Symmetralität dieselben Punkte als Doppelpunkte 
haben wörde, und dies wurde eben ausgeschlossen. 

Es sei noch bemerkt, dass eine involutorische Symmetralitat obgleich 
im Allgemeinen durch zwei Paare bestimmt dennoch nicht durch zwei 
Doppelpunkte (sondern erst durch drei) bestimmt ist 

Man sieht, dass eine involutorische Symmetralitftt unendlich viele 
Doppelketten hat, nftmlich ausser der (eventuell existirenden) Kette der 
sell^stentsprechenden Punkte — der Grundkette — noch jede durch ein 
Paar von entsprechenden Punkten gehende Kette. 

Indem ich jetzt daz^i tlbergehe die Doppelketten in einer iallgemeineri 
Symmetralitat zu bestimmen, mtissen erst die Doppelketten in einer all- 
gemeinen Projectivitat gefunden werden. Man sieht aber ganz wie S. 15, 
dass durch eine projective Transformation im Allgemeinen keine Kette in 
sich tibergeht, in speciellen Fallen jedoch unendlich viele, welche ent- 
weder alle durch die Doppelpunkte E und F gehen öder alle durch 
diese harmonisch getrennt werden. Beide Reihen finden sich nur dann, 
wenn die Transformation involutorisch ist. Fallen die Doppelpunkte in 
einen zusammen, so wird jede durch diesen Punkt und noch ein beliebiges 
Paar von entsprechenden Punkten gehende Kette in sich ttbergehen.^ 

Entspricht nun in einer Symmetralitat dem Punkte P ein Punkt Pj, 
diesem wieder ein Punkt PJ, so werden die Paare PP[ eine Projectivitat 
bilden. Eine Doppelkette in der Symmetralitat PP^ muss auch in der Pro- 
jectivitat PP[ eine Doppelkette sein. Wenn nun die Projectivitat allgemein 
ware, wörde es nach dem obigen auch in einer allgemeinen Symmetralitat 
keine Doppelkette geben. Man känn aber zeigen, dass die Projectivitat 
PP[ stets von specieller Natur ist. 

Wir nehmen erst an, dass die Symmetralitat zwei Doppelpunkte E 
und F besitzt, und haben dann: 

(EFPP,) \/_ {EFP, P[) Ä {FEP[ P,). 



* Vgl. v. Staudt, Beiträge No. 243. 
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Die durch EF .FE.PP[ bestimmte Symraetralität muss involutorisch sein, 
weil sie ausser dem involutorischen Paare EF noch einen Doppelpunkt 
Pj hat. Es ist al so 

{EFPP[) y_{FEF,P) 

öder 

{EFPP[) \^ {EFPP[), 

und diese sagt eben, dass EFPP[ in einer und derselben Kette k liegen. 
In dieser Kette werden die Paare EF und PP{ einander nicht trennen, 
weil Pj ein Doppelpunkt der involutorischen Symmetralität ist. 

Die Doppelketten in der Symmetralität PP^ mtlssen also nothwen- 
digerweise durch E und F gehen. Eine explicite Bestimmung dieser 
Ketten erhält man am besten, wenn zuerst die Frage etwas umgestellt wird. 

Wenn nämlich durch eine symmetrale Transformation PP^ eine Kette 
k in sich ubergeht, wird die involutorische Symmetralität, in welcher die 
Punkte von k Doppelpunkte sind, auch in sich Qbergehen. Eben weil 
die neue Symmetralität involutorisch ist, känn man aber auch sägen, dass 
diese durch die gegebene Transformation in ihre inverse tlbergehe. Wir 
werden demnach zuerst diejenigen Symmetralitäten suchen, welche durch 
die Transformation PP^ in ihre inversen tibergehen, und nachher prtlfen, 
ob diese auch involutorisch sind. 

Wenn wie angenommen E und F in der Symmetralität PP^ Dop- 
pelpunkte sind, kön nen wir uns die Aufgabe dadurch erleichtern, dass 
wir von vorne herein wissen, dass eine Doppelkette durch E und P gehen 
muss. Wir werden daher nur diejenigen Symmetralitäten der genannten 
Art zu bestimmen suchen, in welchen E und F Doppelpunkte sind. 
Werden nun die Punkte P und N in Pj und jV^ transformirt, so kommt 
es, indem P und Pj fest genommen werden, darauf an N und N^ so zu 
bestimmen, dass die Symmetralitäten EE.FF.PN und EE.FF.P^N^ 
invers sind, d. h. so dass EE.FF.PN.N^P^ Paare in einer und der- 
selben Symmetralität sind. Wenn dies der Fall ist, mtlssen 

(i) {EFPN^)\J^{EFNP^) 

und 

(2) {EFPN)\/_{EFP,N^) 



gleichzeitig bestehen. Zur Bestimmung von N^ ziehe man noch das Paar 
P,P; zu Hilfe. Es ist dann: 

(3) {EFP^N)V{EFP[N,). 

Aus (i) und (3) folgt: 

{EFP[N,) Ä (EFN^P) A (FEFN,). 

N^ ist also der eine öder der andere von denjenigen Punkten N\ und N\, 
welche EF und PF{ harmonisch trennen. 
Die zwei gefundenen Symmetralitäten 

EE.FF.NIP^... und EE.FF.N\P,... 

mOssen involutorisch sein, weil es nach dem obigen Qberhaupt nur zwei 
Symmetralitäten von der betrochteten Art giebt, welche in ihre inversen 
Qbergehen, und sich sonst vier solche gcfunden hatten, nämlich diejenigen, 
welche die Paare PiN\ ; N^Pi ; PiN] ; N^P^ enthalten. Hierbei ist freilich 
vorausgesetzt, dass die zwei gefundenen Symmetralitäten nicht unter eich 
invers sind, d. h. dass nicht 

{EFN\P,)\^{EFP,N\), 

Wenn dies aber der Fall ware, mQsste wegen {EFN]Pj) \/^{FEN\P,) 
die Paare EF.N\N] eine involutorische Symmetralität befitlmmen, in 
welcher F, ein Doppelpunkt wäre; in der durch EFN\Nl gehenden 
Kette mQsste dann auch ein Doppelpunkt liegen; dies ist aber unmöglich, 
weil EF und N\N] einander (harraonisch) trennen. 

In jeder der gefundenen involutorischen Symmetralitäten gieb.t es 
eine Grundkctte, weil E und F Doppelpunkte derselben sind. Wir haben 
also ganz explicite zwei Ketten it und Ä, bestimmt, welche durch die ge- 
gebene eymmetrale Transformation in sich Qbergehen: sie gehen beide 
durch E und F und die eine trennt P, und N\f die andere P, oind NI 
harmen i sch. 

Wenn in derjenigen der gefundenen Symmetralitäten, in welcher k 
eine Grundkctte ist, der Kette A, eine Kette k^ entspricht, wird auch diese 
durch die gegebene Transformation in sich flbergehen mössen; weil es, 
aber Qberhaupt nur zwei solclie Ketten giebt, niuss l\, weil sie von it 
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verschieden ist, nothwendigerweise mit k^ zusammeh tallen, d. h. k und k^ 
mQssen ein Paar von Orthogonalketten bilden: 

m 

In einer Symmetralität mit zwei Doppelpunkten gieht es zwei DoppeU 
ketten, welche unter sich ortliogonal sind. 

Wenn die zwei Doppelpunkte in einen Punkt E zusammenfallen, 
wird es nur eine Doppelkette geben. Sind Avieder PPijPiP[ Paare von 
entsprechenden Punkten, und EN^ durch PP[ harmonisch getrennt, so wird 
diejenige Kette, welche durch E geht und P^ und N^ harmonisch trennt, 
die gesuchte sein. 

Wir gehen jetzt zu dem Falle tiber, wo die Transformation PP^ 
zwei Punkte E und F vertauscht in sich Uberftlhrt. Man hat hier mit 
den fröheren Bezeichnunffcn 

{EFPP^ ) V {FEP, P\) Ä {EFP[ P,). 

Die durch die Paare EE.FF .PP[ bestimmte Symmetralität muss also 

involutorisch sein, weil sie drei Doppelpunkte EFP^ hat. Daraus folgt 

wieder: 

[PP\ EF) V (P; PEF) ~/\ {PF, FE). 

Die Symmetralität PP.F^F^.EF . , . muss dann auch involutorisch sein, 
weil sie ausser den zwei Doppelpunkten P und P( noch ein involutorisches 
Paar hat Es geht demnach durch P und PJ eine Kette, welche E und 
F harmonisch trennt, nämlich die Kette der Dop"pelpunkte in der letzt- 
erwähnten Symmetralität Man ersieht hieraus, dass die durch Iteration 
der Transformation PP^ gebildete projective Transformation PF^ jede 
Kette, welche E und F harmonisch trennt, in sich transformirt. 

Um die nfthere Bestimmung der Doppelketten in der Symmetralität 
zu erhalten, stelle man wie oben die Frage um, und suche die Symme- 
tralitäten, welche durch die Transformation PP^ in ihre inversen ttber- 
gehen. Weil eine Doppelkette dem obigen zufolge jedenfalls E und F 
harmonisch trennen muss, setzen wir gleich voraus, dass EF und FE 
Paare in der gesuchten Symmetralität sind. Es sind dann wie in dem 
obigen Falle, zwei solche Punkte N und N^ zu bestimmen, so dass gleichzeitig 

(i) {EFPN^)\i{FENP^), 
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{EFPN)y_{FEP^N^) 



Statt finden. Nimmt man noch das Paar P^P^ zu Hilfe, so hat man 

(3) {EFP,N)\^{FEF,N,), 

und aus (i) und (3) 

{FEF,N,)-/{{FEN,F)Ä{EFPN,). 

N^ wird also der eine öder der andere der Punkte N\ und N] sein, 
welche EF und PP[ harmonisch trennen. 

Es gicbt demnach aueh in diesem Falle zwei Symmetralitftten 

EF.N\P, ... und EF.N\P, . . . , 

welche in sich öbergehen. Hieraus folgt schon, dass diese involutorisch 
sind; ich wiil dies jedoch hier direct zeigen, weil daraus zugleich ersicht- 
lich wird, dass nur die eine derselben Doppelpunkte hat. Nach den 
obigen Bemerkungen S. 23 bestimmen die Paare EE.FF.PP[ eine involu- 
torische Syramétralität 2^j, deren Doppelpunkte in einer durch iJ , JP und 
Pj gehende Kette k^ liegen, und zugleich die Paare PP.i^i^ .J5F eine 
andere involutorische Symmetralitat I^^ deren Doppelpunkte in einer 
durdi P und PJ gehenden und EF harmonisch trennenden Kette ä, 
liegen. Diejenigen Doppelpunkte von S^j welche iri ft, liegen, werden P 
PJ harmonisch trennen und zugleich in Ä, liegen weil A, alle Doppel- 
punkte von !S^ enthält — und diejenigen Doppelpunkte von S^^ welche 
in Ä', liegen, werden E und F harmonisch trennen und zugleich in 
k^ liegen weil k^ alle Doppelpunkte von S^ énthftlt. Daraus erhellt, 
dass Äj und k^ zwei Punkte gemein haben, welche grade die oben ge- 
suchten Punkte N\ und N\ sind. Weil demnach EFP,N\Nl Punkte der- 
selben Kette sind, hat man: 



also auch 



{EFP,N])\l_{EFJ\N\), 
{EFP, N\) V {FEN\ PO, 



woraus ersichtlich ist, dass EF.FE.P,N\ (und ebenso EF.FE.P.Nl) 
wie verlangt eine involutorische Symmetralität bostimmen. 
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Weil EFN\N] vier harmonische Punkte einer Kette k^ sind, in 
welcher auch P^ liegt, werden von den Paaren PiN\ und PiNl das eine 
die Punkte E und F trennen, das andere aber nicht; desshalb hat nur 
die eine der gefundenen Symraetralitäten in ^,, also öberhaupt, Doppel- 
punkte, d. h.: 

In einer Symmetralität^ wélche ein involutorisches Paar hat, giébt es 
eine und nur eine Doppelkette. 

Man zeigt an dieser Stelle leicht, dass jede projective und symme- 
trale Transformation eines einfönnigen Gebildes in sich durch eine Reihe 
von involutorischen Symmetraltransformationen ersetzt werden känn. Ich 
betrachte erst eine Symmetraltransforniation PP^. Wird durch diese eine 
Kette ICq in sich tränsforrairt, und liegt P zu P symmetrisch in Bezug 
auf Atq, so bestiinmen die Paare P'P, eine Projectivität,.in der k^ und also 
unendlich viele Ketten sich selbst entsprechen. Es seien diese erstens 
diejenigen, welche durch die Doppelpunkte E und F gehen. Wir denken 
uns nun P und P als feste Punkte von Ä-^ und bestiminen den symme- 
trischen Punkt P" zu P' in Bezug auf eine béliebige aber feste Kette, 
welche E und F harmonisch trennt und demnach zu k^ orthogorial ist. 
Weil desshalb E , F , P, und P' alle in derselben einfachen Kette k^ 
liegen, känn man dem obigen zufolge éine involutorische Symmetralität 
bestimmen, in der EF und P^P' zwei Paare sind. Die gegebene Trans- 
formation PPj känn also, weil sie durch E , F und ein beliebiges Paar 
von entsprechenden Punkten bestimint ist, durch drei involutorische ersetzt 
werden. Diese werden bzw. durch die folgenden Paare bestimmt 

EE.FF.PP',EF.FE.PP'; EF.FE.PT^. 

Wenn die gegebene Symmetraltransformation ein Paar EF vertauscht 
in sich transformirt, känn man ganz ähnlich verfahren, und hat allgemein: 

Jede symmetrcde Transformation känn durch drei involutorische ersetzt 
ivenlen. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Jede projective Transformation känn durch vier involutorische Symme' 
traltransformationen ersetzt werden. 

Man schliesst nranilich gleich aus dem obigen, dass durcn zwei in- 

Aeta mathematica, 14. Imprimé le 7 décembre 1880. 4 
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volutorische Symmetraltransformationen nicht die allgemeine projective 
Transformation erzeugt wird, sondern nur eine solche, welche unendlich 
viele Ketten in sich transformirt. 

Ich werde jetzt wieder zur Geometrie der Ebene zurttckkehren und 
die in einer solchen liegenden Syminetralitäten untersuchen. Hier treton 
im wesentUchen dieselben Probleme auf, welche schon im eindimensionalen 
Gebiete erledigt sind, und es lassen sich auch diese mittels des vorher- 
gehenden leicht behandeln. 

Zuerst sollen die Punkte gesucht werden, welche durch eine synime- 
trale Transformation PP^ einer Ebene in sich selbst in sich tlbergehen. 
Entspricht dem Punkte P^ ein Punkt PJ, so bilden die Paare PP^ eine 
CoUineation, welche im AUgemeinen drei Doppelpunkte EFG hat. Diese 
Gruppe von drei Punkten wird auch durch die symmetrale Transforma- 
tion PPj in sich tibergehen. Wenn dies nämlich nicht der Fall wäre, 
so dass z. B. G in G^ transformirt wtirde, so wttrde die Symmetralitat 
PP^ vier involutorische Paare etwa EE/FFj GG^ , G^G haben und dem- 
nach iiberhaupt involutorisch sein, ein Fall, den wir nachher betrachten 
werden. Die Punktgruppe EFG känn aber entweder so in sich öber- 
gehen, dass (mit angemessenen Bezeichn ungen) FE. FF. GG j öder so, dass 
EF.FG.GF Paare in der durch die Transformation bestimmten (zwei- 
dimensionalen) Symmetralität sind. Beide Möglichkeiten sind gleich all- 
gemein; eine Symmetralität PP^ der letzteren Art erhält man z. B. wenn 
PQ Paare in einer CoUineation sind, deren Doppelpunkte EFG sind, und 
ferner Q und Pj symmetrisch in Bezug auf eine feste zweidimensionale 
Kette liegen, welche durch E geht und F und G harmonisch trennt. 

Speciell können die Paare PP[ auch eine Centralcollineation bilden. 
Ist E das Centrum, e die Axe dcrselben, so wird durch die Symmetraltrans- 
formation PPj e involutorisch in sich transformirt. Es entspricht dess- 
halb in PP^ ausscr E kein Punkt sich selbst öder auch noch alle Punkte 
einer in e liegenden einfachen Kette. Man hat also: 

Eine nicht invohitorische Symmetralität hat entweder drei Doppelpunkte 
öder auch einen Boppelpunkt in VerUndung mit einem involutorischen Paare. 
Speciell känn die Syimnetralität ausser einem Doppelpunkte noch unendlich 
viele involutorische Paare énthalten, welche dann in einer Graden liegen. 

Das Verhalten der Doppelgraden folgt hieraus mittels des Dualitilt- 
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princips. Wenn die Symmetralität Pl\ involutorisch ist, wird die Be- 
ziehung rP\ identisch. Es seien AA^ und BB^ zwei nicht in derselben 
Graden liegende Paare von Punkten in einer involutorischen Symmetra- 
lität. Es ist dann eine zweidimensionale Kette Ä'" eindeutig bestimmt, 
welche A und -4j, B und B^ harmonisch trennt. Ist nun P ein beliebiger 
Punkt der Ebene, P, der zu P in der Symmetralität entsprechende Punkt, 
P der Punkt der zu P in Bezug auf Ä'" symmetrisch liegt, so bilden 
die Paare PF eine CoUineation ; diese muss nothwendig identisch sein, 
weil P mit F in jedem der Punkte A , A^, B und B^ zusammenfällt. 
Man hat also: 

Wenn eine zweidimensionale Symmetralität involutorisch ist, iverden ent- 
sprechende Punkte durch eine feste zweidimensionale Kette {deren Punkte 
Doppélpimkte sind) harmonisch getrennt. Die Beziehung ist durch zwei be- 
liehige getrennte Paare^ welche nicht in derselben Graden liegen, vollständig 
bestimmt. 

Ausser der Kette der Doppelpunkte — der Grundkette — geht durch 
eine involutorische Symmetraltransformation noch jede Kette in sich uber, 
welche zur ersteren orthogonal ist. 

Es sollen nun die zweidimensionalen Doppelketten in einer allgemei- 
nen Symmetralität bestimmt werden, und ich setze erst voraus, dass diese 
drei (und nur drei) getrennte Doppelpunkte E , P" und G hsit. Entspricht 
dem Punkte P ein Punkt P,, diesem wieder ein Punkt PJ, werden die 
gesuchten Doppelketten auch Doppelketten in der CoUineation PP[ sein. 
Eine gesuchte Doppelkette muss desshalb dem vorhergehenden zufolge 
entweder durch alle drei Punkte E , F und G gehen öder nur durch 
den einen, während sie die zwei anderen harmonisch trennt. Eine Kette 
der ersteren Art hat mit EF sowie mit EG eine einfache Kette von 
Punkten gemein. Durch die Transformation PP^ geht jede dieser Graden 
z. B. EF so in sich ttber, dass dabei zwei getrennte Doppelpunkte E 
und F auftreteft. Es giebt demnach in EF zwei einfache Ketten k^ 
und k^, in EG zwei andere solche Ketten k^ und A*.^, welche in sich ttans- 
formirt werden. Weil nun eine zweidimensionale Kette durch zwei ein- 
fache Ketten, welche einen Punkt gemein haben, vollständig bestimmt ist, 
sind hier vier Ketten gefunden, welche durch die Transformation PP^ 
in sich tlbergehen, nämlich diejenigen, welche durch Vk^yk'^k^jkl\\jk'^k^ 
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bestimmt sind. Weil k^ und k^^^h^ und k^ bzw. orthogonal sind, werden 
auch je zwei der gefundenen zweidimensionalen Ketten gegenseitig ortho- 
gonal sein. Ausser diesen känn keine andere durch EFG gehende Kette 
Doppelketté sein; dagegen wäre noch Doppelketten möglich, welche z. B. 
durch E gehen und F und G harmonisch trennen. Diese neuen Ketten 
wtirden dann aber auch in der Collineation PF[ Doppelketten sein, und 
danur mlissten, wie frtther bewiesen, die Paare PP[ eine Centralcollinea- 
tion bilden, wass mit dem im Streite ist, dass der Symmetralitftt drei 
und nur drei Doppelpunkte zugeschrieben wurden: 

Eine zweidimensionale Symmetralität, mit drei (aber atich nur drei) 
Doppelpunktenj enthält vier zweidimefisionale Doppelketten, von wdchen je zivei 
unter sich orthogonal sind. 

Fallen zwei der Doppelpunkte z. B. F" und G zusammen, so findet 
sich in der Graden FG nur eine einfache Doppelketté. Die zweidimen- 
sionale Symmetralität hat dann in dem Falle auch nur zwei Doppel- 
ketten. Fallen alle drei Doppelpunkte zusammen ohne dass auch die 
Doppelgraden zusammenfallen, wird die durch Iteration erzeugte Colli- 
neation PP[ eine Centralcollineation sein mössen, in welcher Axe und 
Centrum incident sind, ein Fall, den wir nachher betrachten. Fallen aber 
die Doppelpunkte und die Doppelgraden gleichzeitig zusammen, wird es 
nur eine Doppelketté geben. 

Um die Doppelketten zu bestimmen, w^enn die SymmetralitUt ein 
involutorisches Paar hat, muss man einen anderen Weg cinschlagen, der 
(ibrigens auch im ersten Falle zum Ziele geftthrt haben wtirde. Man be- 
nutzt hier bcquem den direct aus den Definitionen folgenden Satz: 

Die Schnittptinkte entsprechender Graden in zwei symmetral gepaarten 
Gradenhuscheln bilden, wenn diese eine entsprechende Grade gemein haben , 
eine zweidimensionale Kette, . 

Sind die Bftschel mnp,,. und mn^p^,.,y so wird dié durch (/^nj und 
{Vl\) gehende und {np^) und {n^p) harmonisch trennende Kette die im 
Satze genannte sein. 

Man hatte diesen Satz gradezu als Definition der zweidimensionalen 
Kette benutzen und dadurch die Lehre von den Ketten in die der Symme- 
traltranstormationen hineinziehen können. Hier werden wir sie dazu be- 
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nutzcn diejcnigcn Doppélketten in einer mit einem (und nur einem) in- 
volutori schen Paare FG versehenen Symnietralität zu bestimmen, welche 
F und G harmonigch trennen und ausserdem noch durch den Doppel- 
punkt E gehen. Es sei 7i'" eine solche Doppelkette. Eine beliebige feste 
durch F gehende Grade m muss dann einen (noch nicht bekannten) Punkt 
31 mit /tC" gemein haben. Der Graden m entspreche in der Symmetra- 
lität eine durch G gehende Grade m^ = n, dieser wiederum eine durch 
F gehende Grade n^. Entspricht ferner dem Punkte M ein Punkt M^, 
so wird auch dieser in if" liegen, und' GM^ wird mit m^ identisch sein. 
Die Grade GM nennen wir r, die entsprechende FM^ sei r^, Werden 
nun EF , EG ^ FG resp. ,gyf,e genannt, so hat man, weil F und G 
durch AT" harmonisch getrennt werden, 

iegmr^) \[_[efrm^\ 

und ferner 

{efnr) V {egn^r^). 

Aus diesen folgt, weil m^ = n 

d. h. Tj ist ein Doppelstrahl in der Involution, in welcher eg und mn^ 
zwei Paare sind. Aus }\ wird r abgeleitet und der Schnittpunkt von r 
mit m giebt M. Die obigen Beziehungen in der umgekehrten. Ordnung 
genommen zeigen direct, dass eine Kette, welche durch E und M geht 
und F und O harmonisch trennt, auch M^ = {^n^}\) enthalten wird und 
demnach eine Doppelkette ist. Ausser den hierdurch bestimmten zwei 
Ketten könnte es noch Doppélketten geben, welche durch alle drei Dop- 
pelpunkte gehen. Dann w^ttrde aber die durch Iteration erzeugte CoUi- 
neation eine centrische sein, und die gegebene Symmetralität demnach 
unendlich viele involutorische Paare enthalten. Weil es also nur zw^ei 
Doppélketten giebt, mössen diese nothwendigerweise unter sich orthogonal 
sein. Man hat also: 

Eine ziveidimensionale Symmetralltät mit einem aber auch nur einem in- 
volutorischen Paare enthäU zwei zweidimensionale Doppelkettenj welche gegen- 
seitig orthogonal sind. 

Wir haben frt^her gesehcn, dass es in einer CoUineation im Allge- 
meinen keine Doppélketten giebt. Die durch Iteration einer allgemeinen 
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Syininetraltransforinatioii erzeugte projective Transformation niuss dess- 
halb eine specielle sein; es folgt dies auch einfach aus den S. 23 ge- 
gebenen Sätzen tlber Symraetraltransformationen im éinförniigen Gebiete. 

Es steht jetzt nur noch ilbrig die Symmetralitäten PP^ zu behandeln, 
welche durch Iteration eine CentralcoUineation erzeugen. Es giebt hier 
wie oben bemerkt zAvei Möglichkeiten: entweder sind ausser einem imnier 
cxistirenden Doppelpunkte E noch alle Punkte einer gewissen einfachcn 
Kette Ä:^ (in einer Graden e) Doppelpunkte, öder es giebt ausser E keinen 
Doppelpunkt aber doch eine Grade e, deren entsprechende Punkte in- 
volutorisch gepaart sind. 

Im erstereri Falle känn man in h\ zwei beliebige Punkte F^ und G^ 
wählen, durch welche nach der Theorie der involutorischen Symmetralitäten 
im einförmigen Gebiete noch eine eindeutig bestimmte einfache Doppelkette 
k geht. In der Graden EF^ liegen zwei einfache Ketten k^ und V aber 
auch keine mehr, denn die Transformation von EF^ in sich känn nur 
dann involutorisch sein, wenn die Transformation PP^ involutorisch ist. 
Verbindet man k (und die feste k^) mit jeder der Ketten k^ und k'^ erhalt 
man zweidimensionale Doppelketten. Weil es in e zweifach unendlich 
viele einfache Doppelketten k giebt, finden sich auch zweifach unendlich 
viele zweidimensionale Doppelketten, nämlich ZAvei durch jede der Ketten 
kj und ausserdem noch zwei durch k^, Ausser diesen känn es keine 
anderen geben, denn jede Doppelkette muss durch K gehcn und eine 
einfache Doppelkette von e enthalten. 

Auch in dem zweiten Falle, wo nur E ein Doppelpunkt ist, muss 
eine zweidimensionale Doppelkette eine in e liegende einfache Kette /.* ent- 
halten. Es giebt dann in e ein aber auch nur ein Paar von entsprechen- 
den Punkten E^ und F^, welche durch k harmonisch getrennt sind (s. 
S. 20). Man känn nun ganz wie oben S. 29 zwei durch k gehende 
zweidimensionale Doppelketten bcstimmen, d. h. durch jede einfache Dop- 
pelkette in e gehen auch hier zwei Doppelketten Ä'". Man hat also: 

Jede SpmnetralitcU, ivelche durch Iteration eine CentralcoUineation er- 
^eiigtj enthdlt eine zweifach unendliche Menge von zweidimensionalen Dop- 
pelketten. 

Es gilt dies auch, wenn das Collineationscentrum E der Axe e in- 
cident ist. 
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OBE.R DIE INTEGRATION 

DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG 

IN WELCHEN DIE UNABHÄNGIGE VERÄNDERLICHE NICHT VORKOMMT 

VON 

WALTHER RASCHKE. > 



In dem Journal de TEcole polytechnique (36° cahier) haben 
die Herren Briot und Bouquet folgendes Theorem aufgestellt: 

Wenn eine algebraische, irreductible Differentlalgleicliung zwischen 

u und — , welche die Veränderliche z nicht explicite enthnlt, ein ein- 

deutiges Integral besitzt, so mtlssen folgende nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen erftillt sein: 

I. Die Gleichung muss die Form haben: 

:!)"+ ««)(£*)""'+/•.(<')""■+•.•+ a») = o; 

wenn Yj(w) , /'^(w) , . . . ganze^ rationale Functionen in u bedeuten, von 

* Das Original der hier reproducirteq Arbeit wurde im December 1887 von Herrn 
FuCHS der Bedaction zum Abdruck Ubergeben/ In Folge verschiedener Uinstände, welche 
hauptsächlich mit der von König Oscar II ausgeschriobenen Preisbewerbung in Verbindung 
stehcD^ ist es uns doch erst jetzt möglich gcworden, fUr dieselbe Platz zu bereitcn. Wir 
geben unten einige Worte wieder, welche Herr FucHS der Abhandlung beizufUgen die G Ute 
hatte. Der Hauptredacteur, 

Die vorlfegende Arbeit ist der Inhalt einer Dissertation, auf Grund deren der Ver- 
fasser im Jahre 1 883 von der philosophischen Facultät der Univcrsität Heidelberg zum 
Doctor philosophiae promovirt worden ist, Leider wurde der talentvolle junge Mann im 
darauf. folgenden Jahre in sciner Vaterstadt Danzig das Opfer eines UnglUcksfalles. Die 
Arbeit enthält Gcsichtspunkte, welche sowohl fUr die vorliegendc Frage, als auch fUr an- 
dere. welche Uber dieselbe hiuausgehen, bemerkenswcrth sind. Dieser Umstand wird, wie 
ich hoffc, in genUgcndcr Weise den Abdruck an dicper Stclle rechtfertigen. FrcHS. 

Acta mathematica. 14. Imprimé le 7 décembro 1889. 
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denen /|(w) höchstens vom 2**^° Grade, f^{u) höchstens vom 4**° Gradc 
u. s. w., schliesslich fm{u) höchstens vom 2m^''° Grade ist. 

2. Wenn -^ filr den endlichen Werth u = u^ nicht verschwindet, 
so muss es sich nach ganzen Potenzen von [u — u^) entwickeln lassen. 

3. Verschwindet aber t- för den endlichen Werth w = Wj, so muss 

in jeder Entwicklung von — nach {u — wj der Elxponent der niedrigsten 
Potenz von [u — u^) entweder gleich öder grösser als i sein, öder die Form 
haben i ^ wenn p eine ganze, positive Zahl bedeutet. 

fl 

4. . Schliesslich muss die Differentialgleichung, welche man erhält, 

wenn in obige Gleichung u = - gesetzt wird, för iv = o dieselben Be- 

dingungen erfttUen. 

Herr Fuchs hat mich darauf aufinerksam gemacht, dass es von In- 
teresse sein wörde, im Anschluss an ein Verfahren, welches Herr Her- 
MiTE in seinen Vorlesungen an der Ecole polytechnique 1874 — 75 an 
einzelnen Beispielen erlautert hat, eine algebraische Gleichung zwischen 2f 
und v zu Grunde zu legen, deren Veränderliche sich mit Htllfe eines 
Parameters x und einer Quadratwurzel aus einer ganzen Function in x 
von höchstens dem 4*''" Grade ausdrticken lassen, und die Bedingungen 
daftir aufzustelleU; dass diese Gleichung ein eindeutiges Integral hat, so- 

du 

bald v = j- gesetzt wird, wie er es in einem Briefe an Heumite (Comp- 

tes rendus 1881, p. 1065) fttr den besonderen Fall der binomischen 
Gleichungen ausgeftthrt' hat. 

In der That ist es niir gelungen auf diesem Wege die Formen der 
Differentialgleichungen in Ubereinstimmung mit den Resultaten von Briot 
und BouQUET abzuleiten (Abschnitt III dieser Arbeit). 

Alle ålgebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die 
un^bhangige Variable nicht explicite enthalten, gehören in die Classe der- 
jenigen ålgebraischen Gleichungen zwischen u und v^ in welchen sich u 
und v als eindeutiore Functionen eines Parameters z ausdrticken lassen 

und u eine algebraische Function von -r- ist. Von dieser Classe ist im 

Abschnitt I gezeigt, dass jede Veränderliche, als algebraische Function 
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der andern betrachtet, nur eine gewisse Anzahl von Verzweigungspunkten 
besitzen darf, so dass dle algebraische Gleichung zwischen u und v ein 
Geschlecht hat, welches kleiner als zwei ist. Mit Hillfe des bekannten 
Satzes, dass in jeder Gleichung, deren Geschlecht kleiner als zwei ist, sich 
die VerJlnderlichen mit Httlfe eines Parameters x unter Adjunction einer 
Quadratwurzel, deren Radicand höchstens voni 4^*"° Grade in x ist, ratio- 
nal ausdröcken lassen, ergiebt sich, dass die Formen, welche in III auf- 
gestellt sind, silmmtliche Formen unserer Differentialgleichung umfassen, 
die ein eindeutiges Integral besitzen. FQr den eben erwähnten Satz ist 
im Abschnitt II ein analytischer Beweis gegeben, welcher auch fur solche 
algebraische Gleichungen bestehen bleibt, deren Veränderliche mehrfache 
Verzweigungspunkt^ besitzen. 



I. 

Es sei 
(i) /•(«,?/) = o 

eine aljjebraische irreductible Gleichunpj zwischen u und U. Wenn U = ^r- 

^ dz 

gesetzt wird, so stellt dieselbe eine Differentialgleichung erster Ordnung 
dar, in welcher die Variable 2 explicite nicht vorkommt. Es wird an- 
genommen, dass (i) ein Jntegral u besitzt, -welches fttr endliche Werthe 
von z eindeutig ist. 

Nach der Theorie der alojebraischen Gloichuntij^n lässt sich U för 
irgend einen endlichen Werth u = a nach u — a in folgender Form ent- 
wickeln : 

(2) U = A^{u — af^' + A^{h — a)~^^ + . . . . 

Hierin sind A^ , A^ , . , , Constanten, k und h bedeuten ganze Zahlen, von 
diesen känn k + i stets positiv angenommen werden, h känn positiv, auch 
negativ sein. Wenn k > o ist, so nennt man den Punkt u = a, welcher 
znr Entwicklung (2) gehört, einen A^-fachon Verzweigungspunkt der alge- 

Aeta mathematiea. 14 Iznprimé le ö décombrc 1889. 5 
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braischen Function U. Wenn U för «* == a verschwindet, so dass Ä -f A > o 
ist, so hat die Gleichung f{u , o) = o mindestens eine [k + Ä)-fache Wurzel 
n ^= a, 

Ans (2) erhalt man nach dem Verfahren von Briot und Bouquet in 
folgender Weise eine Entwicklung von z nach Potemsen von (u — a)\ 



dn A^ 



Die Integration giebt, wenn kein Exponent gleich — i ist — in welchem 
Falle z unendlich gross wörde ftir w = a — 



1— Ä 2-A 



z — z,=C,{u — aY^' + C^{u — iif^' + .... 

Es känn z nur endlich bleiben far h < i. In diesem Falle ergiebt sich 
eine Entwicklung von u nach z — z^: 

M — rt = D^{2 — zj-" + Z),(m — a)^ + . . . . 

Da u eindeutige Function von z sein soll, so muss r eine ganze Zahl 

sein. Nach der Entwicklung (2) entsprechen eineni Punkte in der Nähe 
von u = a (Ä; + O unendlich wenig verschiedene Stellen U und daher 
mindestens k + i verschiedene Stellen z; dieses ist nur möglich, wenn die 
Entwicklung von u — a nach {z — z^) mindestens mit der k + i Potenz 
von {z — Zq) beginnt^ daher ist h = o. För ^ = 00 war Ä > o, folglich 
gilt die nothwendige Bedingung, dass ä ^ o sein muss. Aus dieter Be- 
dingung ergeben sich folgende Sätze: 

1. För endliche Werthe von u känn U nicht unendlich worden. 

2. Wenn för w = a der Werth von f7= o wird, und es ist diese 
Stelle ein A-facher Verzweigungspunkt fiir Uy so muss u = a mindestens 
Ä-fache Wurzel von f{u , o) = o sein. 

Wenn die algebraische Gleichung (i) in Bezug auf U vem Grade m 
ist, so känn man sie in folgender Weise schreiben: 

(1) /;(») ?/"• + /;(«) U"-' + ... + /;_,(«) u + /•„.(«) = o. 

Es bedeuten /^(/i) , /'^(w) , . . . ganze nitionjile Functionen von tt. In Folge 
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der Bedingung i. muss /^(w) eine Constante sein. Ebenso wie t* ist auch 
w =- eine eindeutige Function von z\ föhrt man daher in (i) die Trans- 
formation ein: 

I -TT I ^^ 

w =-, U = i 7-, 

w w dz 

80 darf in der transforr^irton Gleichung -=— nur unendiich werden, wenn 

dieses fOr w der Fall ist, der CoefFicient von f -.^j muss in (i) constant 

sein; dieses ist nur möglich, wenn f^{u) höchstens vom 2**" Grade, f^{u) 
höchstens vom 4^*" Grade in u ist, u. s. w., schliesslich fmiu) höchstens 
den Grad 2m hat, so dass die Gleichung (i) in Bezug auf u höchstens 
vom 2m**° Grade ist. 

Diese Resultate werden för die alo^ebraische Gleichung von u und v: 

(3) F{*^ , v) =- o 

verallgemeinert, wenn hiérin u und t; eindeutige Functionen von z sind 
und die eindeutige Function u einer Differentialgleichung von der Form 
(i) genttgt. Dann hat aueh die eindeutige Function v diese Eigenschaft, 
denn durch Differentiation von (3) nach z erhalt man eine algebraische 

Gleichung zAvischen u j v , -j- und ,-. Eliminirt man aus dieser, aus (i) 

(tZ uZ 

und (3) dié Grössen u und y-, so erhalt man eine algebraische Gleichung 

zwischen v und ^-. 

dz 

Man biide tiber der u Ebene eine m-blättrige Riemann'sche Fläche 

Ty auf welcher die algebraische Function f/' = -T-, welche durch (1) de- 

finirt wird, eindeutig ist. Durchlfluft man dieselbe mit der algebraischen 
Function v, so känn es vorkommen, dass demselben Punkte auf T mehrere 
Werthenpaare {u ^ v) entsprechen ; dieser Fall soll zunächst ausgcschlossen 
werden, so dass auch v auf T eindeutig ist Ferner känn zu I verschiede- 
nen Stel len von T dasselbe Werthenpaar (m , v) gehören. Diese Stellen 
haben denselben Werth w, liegeri also in der w-Ebene tibereinander in I 
verschiedenen Blattern von T. Bewegt man die I Punkte auf gleichem 
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Wege in der w-Ebene, das heisst so, dass stets u in allén I Blättern den- 
selben Werth behält, und tiberschreitet auf diesem Wege keine Verzwei- 
gungspunkte von TJ und i;, so hat einerseits v in den / ftbereinanderlie- 
genden Punkten einen gleichen Werth und andererseits mftssen die / Punkte 
stets in verschiedenen Blättern liegen. Bei dieser Wanderung känn man 
zu allén Werthenpaaren {u , v) gelangen und jedem entsprechen / Punkte 
von T, Es gilt dann der Satz: 

Wenn einera Werthenpaare (w , v) I und nilr I verschiedene Stellen 
von T entsprechen, so mttssen auch jedein anderen Werthenpaare I und 
nur I Stellen von T entsprechen. Ausgenommen sind nur die Verzwei- 
gungspunkte. 

Jedem u entsprechen im AUgemeinen m verschiedene Werthe ?7 und 

daher nach obigem Satze y verschiedene Werthe v. Die Gleichung (3) 



ist in Bezug auf v vom G rade y . 



För einen A-fachen Verzweigungspunkt von Vj der im Endlichen der 
w-Ebene liegt, gilt die Entwicklung: 



)»+! 



(4) . V = A,{u — ay^' 4- A^iu — ay^' + . . . , k>o. 

In der Nähc von w = a, z. B. ftir u = a' giebt es A: + i Werthe v: 

welche in einander (ibergehen, wenn man den Punkt der Fläche T, ftir 
welchen die Entwicklung (4) gilt, A-mnl umkreist. Bei diesem Umkreisen 
muss aber auch U in a z= a' k '\- i verschiedene Werthe erhalten, da 
jedem Werthenpaare [u , U) nur g\x\q Stelle [u , v) entspricht. Es ist daher 
u = a mindestens ein /c-facher Verzweigungspunkt von 1\ 

Es soU aber jeder Werth v^ ftir u = a' in / verschiedenen Blättern 
von T vorkommen, so dass ihm I verschiedene U entsprechen, welche mit: 

u: , uy, ..., iy\ . . . , cy ' (v=i,2.....*+i) 

bezeichnet werden sol len. Von diesen /(A + 1) Werthen U ihftsscn je 
(A + i) zu einem Verzweigungspunkt von T gehören, und es känn die 
Bezeichnung so gewählt werden, dass dieses iinmer diejenigen Werthe sind, 
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deren oberer Index (/i) gleich ist, Ferner köniien einige der Ä-fachen 
Verzweigungspunkte von T zusammenfallen, dieses möge z. B. ftir die n. 
Gruppen l/^''^ der Fall sein, för welche 11 = 11^^11^^ . . . , [i^^ wird. Als- 
dann bilden diesc einen ^j-fachen Verzweigungspunkt: 

^1 = w,(A+ O— I. 
# 
Von den anderen Gruppen U^^^ mogen noch n^ , ng , . . . einen gemein- 

sainen Verzweigungspunkt bilden, welcher dann beziehungsweise y.^ + i, 
(7^ + I ) • • • verschiedene Blätter von T verbindet Die Summe aller 
Gruppen ist /, so dass: Sn = /. Der Ä-fache Verzweigungspunkt von 
v verlangt dann ^1+^3+^3... Verzweigungspunkte in T: 

Bezeichnet man mit Q die Anzahl sRmmtlicher Verzweigungspunkte von 
t;, för welche u endlich ist — hierbei wird jeder A:-fache Verzweigungs- 
punkt wie k einfache Verzweigungspunkte gezählt — , so verlangen diese 
mindestens l.Q Verzweigungspunkte auf T. 

Wie oben gezeigt wurde, muss jeder ik-fache Verzweigungspunkt von 
U mindestens Ä:-fache Wurzel von f{u , o) = o sein, so dass jene l.Q 
kritischen Punkte der Gleichung f{uj o) = o ebensoviele Wurzeln geben; 
wenn ausserdem noch s Wurzeln vorhanden sind, so gilt die Ungleichung: 

(5) 2m>/ö + 5, 

denn (i) ist höchstens vom G rade 2m \i\ u. 

Um den wichtigen Einfluss dieser Bedingung auf (3) zu erkennen, 
betrachte man F{u , v) = o als algebraische Curve der rechtwinkligen 
Coordinat^n u ujid v. Einem einfache» Verzweigungspunkt entspricht be- 
kanntlich entweder éine einfache Tangente vom unendlich fernen Punkte 
der i;-Axc öder ein einfacher Rtlckkehrpunkt. Im Allgenieinen giebt 
die Anzahl der Tangenten, welche von irgend einem Punkte an die Curve 
gczogen werden können, die Classe = k derselben an. Unter der Annahme, 
dass in (3) dieses för den unendlich fernen Punkt der v-Axe der Fall ist 
und dass för sämmtliche Verzweigungspunkte von (3) sowohl v als auch 
u endlich bleiben, ist (^ = A; + ^> wenn r die Anzahl der Röckkehrpunkte 
bezeichnet. 
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Ferner soll angenommen werden, dass in (3) der Grad von v; also 
-T-, zugleich die Ordnung der Curve ist. Bezeichnet |) das Geschlecht 
von (3), so gilt folgende (PLOcKER'sche) Formel: 

Verbindet man dieselbe mit (5), so ergiebt sich: 

(6) P^'-Tr 

Es sjnd s , I und p ganze positive Zahlen öder Null, daher muss p < 2 
und s entweder Null öder 2I sein, för p = 1 muss s = o sein. Hiermit 
ist die nothwendige Bedingung gefunden: 

Das Geschlecht von (3) muss kleiner als zwei sein. 

Im Laufe der ^ Untersuchung wurden der Gleichung (3) einige Be- 
schränkungen auferlegt, welche aber leicht durch die linearc Substitution 

by + h^v + 6, c,n + CjV + r^ 

^'^ t/,n' + a^v + a^ * a^u + n^v' + a, 

« 

in welcher a , b und c beliebige Constanten bedeuten, beseitigt werden 
können. Da u und v eindeutige Functionen von einem Parameter sind, 
so ist dieses auch för u' und v' der Fall. Ferner lässt die Substitution 
das Geschlecht von (3) ungeändert. Wenn daher för die transformirte 
Gleichung jene Bedingung för das Geschlecht gilt, so ist dieses för (3) 
selbst der Fall. 

Es wurd<j verlangt, dass die Anzahl der Tangenten vom unendlich 
fernen Punkt der v-Åxe gleich der Classe k von (3) sej. Man erreicht 
dieses för eine Curve in u' und v' auf folgende Weise. Wenn w = «*, 
und v = v^ einer der unzählig vielen Punkte ist, von dem aus die Anzahl 
der Tangenten = k ist und der nicht auf der Curve (3) selbst liegt, so 
bestimme man: 

h c 

Dem Punkte m =^ Wj , i;= v^ entspricht in der transformirten Curve der 
unendlich ferne Punkt der t;'-Axe, und es lassen sich von u' = OyV' = oo 



tJhcr die iDtogration gewisser DiffcreotialglcichuDgen erster Ordnuog. 39 

k Tangenten ziehen; durch die lineare Substitution wird die Class^ der 
Curve nicht ge&ndert. 

Femer wurde vorausgesetzt, dass in der Gleichung (3) die Ordnung 
n mit dem Grad in v öbereinstimmt, und dass för w = 00 und fdr 
v = QO die algebraische Function v von u keinen Verzweigungspunkt be- 
sitzt. Um dieses durch die Substitution zu erreichen, bestimme man J^, 
ttj und Cj derart, dass die Gerade, welche durch die Gleichungen: 

b.t + fc, et + c 

aj + a, a^t + o, 

bestimmt wird, wenn t einen beliebigen Parameter bedeutet, und welche 
durch den Punkt w = w^ , t; = t;^ geht, in n verschiedenen Punkten, för 
welche t n verschiedene endliche Werthe ^ ^ , ^^ , . . . , ^y , . . . , <« annimmt, 
die Curve (3) schneidet. Die transformirte Curve erhält dann fflr u*=oo 

n verschiedene, endliche Werthe - = L. d. h, sie hat im Unendlichen 

v 

keinen singulären Punkt und ihr Grad in v ist n. 

Da im AUgemeinen die Wahl des Punktes {u^ , v^) und die Richtung 
obiger Geraden belicbig sind, so tritt keine Bedingungsgleichung zwisehen 
den Coefficienten auf ; a^ , b^ und c^ bleiben im AUgemeinen beliebig. 

Die Gleichung (i) ist in Bezug auf U vom w**" Grade; durch die 

Substitution u = -^ , f7 == — tt-, — r^T- wird die neue Gleichunfi; för 

u' und -p im AUgemeinen vom 2m**° Grade in w'; es känn dann auch 
durch die allgeméinere Substitution (7) erreicht werdén, dass in der Glei- 
chung zwisehen u' und -j- der Grad von u' das Doppelte vom Grade in 

j- ist. In diesem Falle muss es fttr u' = 00 mindestens eine Stelle geben, 
för welche 7-77 — =- endlich und von NuU verschieden ist, wenn a > i ist. 

{11 Y dz '^ 

Ausser den eben behandelten Annahmen wurde noch verlangt, dass 
die Gleichungen (i) und (3) in solcher Verbindung stehen, dass niemals 
einem Werthenpaare [u , V) verschiedene Werthenpaare {u , v) entsprechen. 
Es möge diese Annahme för die transformirte Curve in u* und v' nicht 

erföUt sein, sondern zu dem Punkte u' = u[ und -r- = Z7( zwei ver- 

dz 
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schiedene Stellen (w' , v') gehören. Man gehe dann von {u[ , U[) in der 
tt'-Ebene aus, beschreibe irgend eine Curve, ohne einen Verzweigungspunkt 

von . -T- und v' zu öberschreiten, und bestimmc in jedern Punkte der- 

selben den Werth von v. Es ist dann ersichtlich, dass jedem Werthen- 

u'j -^] zwei Werthe von («f', v') entsprechcn, daher mtiss(Bn auch 

von den n verschiedenen Stellen (w' , v') fttr w' = co mindestens je zwei 

zu demselben Werthenpaare fw', -j-j gehören. 

Far w' = CO ist jede der n verschiedenen Stellen (w', v') durch einen 

der Werthe L charakterisirt, welchcn hier - = — 7 annimmt. Fftr ein 

^ v av 

Werthenpaar (w', -^j im Unendlichen der w''Ebenc möge 



I du 



= ö", 



«'/' dz ' 



(/i > o) 



einen endlichen von Null verschiedenen Werth annehuien. Zu dieser 
Stelle gehören zwei verschiedene Werthe t^ und zwei verschiedene Werthe 

-- = --. Betrachtet man aber die Functionen «*" = w' + av' und v' 

u'f dz h . 

und bezeichnet mit ti und (/ die Grössen, welche fQr die neue Gleichung 
in u" und v' analoge Bedeutung haben, wie t^ und a fftr die Gleichung 
in u' und v', so erhält man: 

I /du dv\ u + au .^ , 

/=ö^"^«;rU + «^j' '- = — ;r- (f«r n == 00); 

Wenn /i^ i ist, so känn man a derart wählen, dass för verschiedene 
Werthe t^, auch tr einen verschiedenen Werth annimmt, und dass tr' mit 

keinem Werth ttbereinstimmt, den -771 --r- ft^r beliebi^re Werthe A im Un- 

u *- dz ^ 

endlichen von w" annimmt. Alsdann känn diesem Werthe a nur ein 
fl entsprcchen. Wenigstcns an einer Stelle im Unendlichen mu5s aber 
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w", ^), zu dem nur ein 

mehreren Stellen («", r') entsprechen. Hierdurch ist auch die letzte Be- 
schränkung för (3) beseitigt, so dåsa folgender Satz gilt: 

Wenn in einer algebraischen irreductiblen Gleichung zwischen u und 
v die beiden Veränderlichen als eindeutige Functionen eines Parameters z 

ausgedröckt werden können und u eine algebraische Function vön — ist, 

60 muss das Geschlecht jener Gleichung kleiner als zwei sein. 

Die Substitution (7) wird auf einen speciellen Fall von (3) nämlich 
auf (i) selbst angewendet. 

Die ' transformirte Gleichung in u' und v' soll dann alle Annahmen er- 
föllen, mit Hölfe deren die Ungleichung (6) abgeleitet wurde, und fOr 

— = o soll u' nicht unendlich werden. Jedem Werthenpaare (u\ v') ent- 

spricht ein Werthenpaar iu , -t-)> und diesem nur ein Werthenpaar (w',;A), 

folglich gehört zu jedem {u',v') nur eine Stelle fw', -r^j und die Zahl / 
in (6) ist hier gleich i. Es känn daher s nur 2 öder o sein. Es möge 
-y-^ ftlr «' = rt'i , aj , . . . , al verschwinden und die Entwicklung nach w' — al 

iiz 

lauten: 

(9) ^'=^^(«'_a:)i'+"^ + ... (;,,>o;/,>o). 

Dann ist w' = a[ eine (p^ + Z^,)-fache Wurzel der Gleichung zwischen u' 

und -T^ ftir ^— = o, folglich ist s = S/^. Höchstens fQr zwei Entwick- 

lungen (9) känn /^ > o sein. Um zu erkennen, dass diese Beziehung auch 
fOr (i) selbst gilt, betrachte man die Stellen von (i), welche der Ent- 
wicklung (9) entsprechen. Die Substitution ist so eingerichtet, dass jedem 
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(7 /\ • 

u' f -j—j nur ein Wertheqpaar (w',t^') entepricht; hierfttr er- 

«i , -T- j, folglich gehört zu (9) nur eine Stelle 
von (i); fttr dieselbe soll die Entwicklung gelten: 



(10) 



du 



Av+l 



"v 



- = A^(u — a,y^^' + A:{u - «.)*^^> + 



{k, > o). ' 



Wenn u = a^ eine Wurzel von f{u , o) = o sein soll, so muss Ä, > o sein. 
Setzt man diese Entwicklung in (8) ein, so ergiebt sich: 



"„+i 



00 



u' — al = B{u -- a,)*'+' + B, (« — <!,)*'+' + . • . ; 



e/3 



n 



= -r^B(«-«,)*'^« 



-1 + 



*y+l 



I • . • • • 



ryH 



Wenn u' = b in der Nahe von w' = al liegt, so giebt (9) nur p^ + i ver- 

, und diese höchstens p^ + i verschiedene Werthe 



schiedene Werthe 



d» 



Uj folglich känn n^ nicht grösser als p^ + i sein. Eliminirt man aus den 
Entwicklungen (11) den Werth {u — a^), so erh&lt man: 



du' 
dz 



= ^:(w'— <)■ 



*»y4" Äy k^ 1 



"1 • •• • • 



Der Vergleich mit (9) ergiebt: 



n^ = c.{p^ + i), Äv = {k^ + ^y).^ (^ ist eine ganze Zahl > o), 

.1 . 

da n^<p^+ I, so ist c = i. Hiernach gilt der Satz: 

Wenn -j- f Qr w = a^ ,, a^ , . . . , a^ , . . . verschwindet, und die Ent- 

dz 
wickl ungen nach {u — a^ die Form (10) haben, so ist 7?^, = A*», + //, wenn 

die Gleichung (i) vom Geschlecht Eins ist, so muss l^ öberall gleich Null 

sein; wenn dagegen das Geschlecht von (i) Null ist, so muss S/^ < 3 sein. 
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II. 

• In diesem Abschnitt soll nacbgewiesen werden, dass jene nothwendige 
Bedingung, welche varlangt, dass das Geschlecht von 

F{u , i;) = o 

niedriger als zwei ist, wenn u und v als eindeutige Functionen eines Pa- 
rameters jT: 

u = f>{z), v = ^{z) 

du 

dargéstellt wérden kOnnen, und wenn ^ eine algebraische Function von 

u ist, zugleich hinreichende Bedingung ist. 

Um dieses nachzuweisen, gehe man von der Differentialgleichung: 

(i) s^ — R{x) = o, 

5 = g, R{x) = K,x' + K,x'J^... + K, 

aus. Wenn die vier Wurzeln von R{x) verschieden sind, so ist die Glei- 
chung (i) vom Geschlecht Eins, im andern Falle vom Geschlecht Null. 
Eine Untersuchung derselben lehrt, dass x eine eindeutige Function von z ist 
Jede rationale Function von x und s ist auch eindeutige Function 
vop z. Die allgemeinste Form einer solchen ist: 

g{x)fh{x) und p{x) bedeuten ganze rationale Functionen von rr, welche 

keinen gemeinsamen Theiler haben. Es ist sofort ersichtlich, dass j- eine 

algebraische Function von y ist. Ebenso erkennt man, dass zwischen zwei 
verschiedenen Functionen y^ und y^ von der Form (2) eine algebraische 
Formel besteht. . 
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Die Form (2) reprUsentirt somit eine grosse Mannigfaltigkeit von ein- 
deutigen Functionen in z, welche alle in die Classe derjenigen eindeutigen 
Functionen gehören, welche hier behandelt werden. Wir untersuchen den 
Fall, dass x jeine fn-deutige Function von y ist. Aus (2) ergiebt sich: 

(3) P'(^)y' — 2ff{^)p{^)y + 9\^) — h%x)R{x) = o. 

X ist m-deutige Function von y, wenn g^{x) — h\x)R{x) durch p{x) 
theilbar ist und p{^) i ff{x) und h{x)R{x) vom m^^^ Grade sind. Man 
bezeichne die Coeflficienten von diesen ganzen rationalen Functionen in 
folgender Weise: 

ff{x) = Ao;"» + . . . + A^.x'^-^' + . . . + ^^, 
1i{x) = ^0^"^' + . . . + B^.x'^--'-^ + . . . + 5«_„ 
p{x) = re" + C.x''.-' + . . . + C^oT^^ + ... + C^. 

Da in (3) das von y unabhängige Glied g^{x) — h\x)R(^x) durch 
p{x) theilbar sein soU, so mtissen folgende Bedingungsgleichungen fttr 
die CpefiRcienten A^ , B^^ und C^ bestehen: 



(4) ^(a„) + Ä(«v)>/i2W = o, 

p{a,) = o. 

Wenn die Coeflficienten A^ und B^ gegeben sind, so sind die C^ be- 

stimmt und zwar sind die letzteren algebraische Functionen der anderen 

Grössen. Es möge fQr die Coeflficienten A^, und B^^ eine bestimmte Wahl 

getroflfen sein, z. B. 

A^ = A'^ und J5^ — J5;, 

dann mogen die Werthe C-, = (7^ den Bedingungen (4) genttgen und die 
Wurzeln a^ die Werthe al annehmen. Die Coefiicienten Aj^ und J5^ können 
immer so gewählt werden, dass die Wurzeln a^ alle verschieden sind. 
För diese Bestimmung der Coeflficienten bezeichne man die Gleichung (2) 

in folgender Weise: 

• 

(5) r{x)y - Q{x) = o, 

so dass P{x) = a;" + C[x'"-' + Cia;"-' + . . . + C'^, 



Q{x) = A;x'^ + . . . + j;„ + (BJa;"-" + . . . + B-^_,)^lR{x). 
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Wenn sich die A^ und B^ unendlich wenig, um dA^ und åB^ ändern, so 
soll die Anderung von C^ mit åC^ und von a^ mit da^ bezeichnet werden. 
Es lasst sich dann allgemein dC^ durch die Variationen dA^ , åB^ aus- 
dröcken. Man biide zu diesem Zweck das Differential der Gleichungen (4): 



— oA^ + . . . + —jTT- oli^ + . . . + —-7- aa, = o, 



(6) 



iA 



9b: 



9a. 









(y«>l,3,...,m) 



OOL^ == O. 



Fttr den besor^^eren Fall m = 2 werden. diese Gleichungen die Form an- 
nehmen: 

oCVJo 4- <åA, + dA, — >jR{^dB + ^'^da, = o, 



aldC, + dC\ + 



aP(«:) 



(Msl.S,...,!») 



9a. 



oa„ = o. 



Hieraus berechne man dC^ und da^. Es sind lineare Functioncn von dA, 
und dB'. 



(7) <?C^v = ^^^0 + • • • + rj-ö^^m + :r^'ö^^o + • • • + r^r^ ^^m^^; 



a^ 



a B 



a-Bm-51 



3^ dC 

die Coefficienten — ^ und -^ werden nur dann unendlich, wenn die De- 

3^/1 3-Dpi 

terminante D^ der Coefficienten von dC^ und (?a^ in (6) verschwindet. 
För w = 2 erhält man: 



i>« = 



o 



o 



ai 



o 



O 

aP(«;) 
o 



o 






O 



9^2 



öder 



D„ = 



I 
I 



v«2 

n 



ae(«:) 



9a, 



4b 
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Allgemem* heisst diese Betérrninante : 



p.= 



fm—l > 



a 



fm—l 



«l 9 



^2 , 



• • • 



"^1 I 



'2 y 



a 



fm—l 
m 



Ctm 



'»1—2 



• • • 



^m 9 



wssm 



n 



ae(«:) 



9a. 



Sie verschwindet nur dann, wenn g(x) — h{x)yjR{z) mehrfache Wurzeln 



hät und nur in diesem Falle*können die Grössen 






unendlich 



werden. 

Ftlr die m-deutige algebraische Function x der Vertoderlichen y, 
welche durch die Gleichung 



(^) 



p{or,)ij — g{x) = o 



definirt wird, sind die Verzweigungspunkte von besonderer Wichtigkeit, 

'i 

und zwar hat diesel be — wie gezeigt werden soll — 2 m einfache Ver- 
zweigungspunkte. Wenn aber R{x) einen Grad hat, der kleiner als 3 ist, 
80 giebt es nur 2m — 2 einfache Verzweigungspunkte. 

M^n känn sich darauf beschränken, solche algebraische Functionen x 
zu betrachten, för deren Verzweigungspunkte x und y endlich bleiben, 

erreichen, wenn a und b beliebige Constanten bedeuten. Hat för die 
endlichen Werthe x = ^ und y = 07 die Function x einen Verzweigungs- 
punkt, so ratissen folgende Gleichungen bestehen: 



dénn man känn dieses stets durch die Substitution x' = 



^p(^)^ ^qi?) 



d$ 



af 



= o. 



In der Entwicklung von y nach f — x muss der Coefficient von (f — x) 
verschwinden: 



(8) 



,j = rj + A,{s— xy + A,{^ — xy + ..., 
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d. h. j- muss för diese Stelle Null werden und auch umgekebrty weon —^ 
verschwindet, so hat x einen Verzweigungspunkt. 
Man bezeichne -A— init f'{x)j dana ist: 

m 

dy \2Bg\x) + 2h'{x)R{x) + h{x)R\z)\ i.{x) -\g{x) + h{x)»\2Bi,'{x) 

^^-Bi^— allaw MM I ■ r" - - - - -* ' ' ' - ■ ■ " — ^^ ■ ' — •^— ^ 

dx 28p\x) 

In råtionaler Form latitet diese Gleichung: 

(9) 4;'>)i2(^)(|)-8i)^:r)2J(a;){i,(a;)//'(x)-/(%(4g+/(a^)==o. • 

Hierin ist: 

(10) t{x) = p\x){4g'{x)*R{x) — {2h'{x)R{x) + h{x)R{x)\'\ 
— 4i)'{x)R{x){p{x)[2g{x)g'{x)—2h{x)h'{x)R{x) — h'{x)R'{x)] 

-[g\x)~h\x)R{x)]p'{x)].. 

Es känn t{x) auch in folgender Weise geschrieben werden: 

(lo') t{x)^4R{=c).[g{x)p'{x)—p{x)g'{x)y 

— {2h'{x)p(x)R(x) ■\-h{x)p{x)R'{x)— 2h{x)p'{x)R{x)}\ 

Da g\x) — h\x)R{x) durch p{x) theilbar sein soll, so ist: 
eine gaaze rationale Function vom m**' Grade und 

^, _ p{x)[2g{x)rj'(:x) - 2h(x)h'ix)Rix) - ^•(;«)B'(»)] - (gV) - /t '(»)!?.(«;)]/>'(») • ' 

eine ganze rationale Function vom {m — i)*** Gräde. Ein Vergleich von 
r'(a?) mit (lo) ergiebt, dass t{x) durch j}^( re) theitbar sein muss. Anderer* 
seits zeigt (lo'), dass t{x) im Allgemeinen vom Grade 4W sein muss 

t(x) 

daher ist , eine ganze rationale Function von x vom Grade 2m. — 
Wenn der Grad von R(^x) kleiner als 3 ist, so känn in ähnlicher Weis§ 






II.*" 



' 'I 
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bewiesen werden, dass dann -7—- vom Grade 2 m — 2 ist. — Die Glci- 

du 

chuiig (9) ist im Allgemeinen, wie der Coefficient von j- zeigt, höch- 

^ . t(x) 

stens durch p^(x) theilbar, folglich geben die 2m Wurzeln von -37— die 

Stellen an, fOr welche -j^ verschwindet. 

dx 

Wenn -ttA eine mehrfache Wurzel hat, so zeigt die Diflferentiation 

von (9) nach rr, dass för diese Wurzel auch -p-, verschwinden muss, wenn 

nicht p{x)g'{x) — l>'{^)ff{^) verschwindet, und darin ist in der Ent- 
wicklung (8) auch ^^ == o, so dass an dieser Stelle x einen mehrfachen 

Verzweigungspunkt hat Die Wurzeln von -^ = o sollen mit f^ , f,, 

. . . , ^;i , . . . , $2m bezeichnet werden. Sie sind algebraische Functionen der 
Coefficienten A^^ und B^. Es ist zu untersuchen, ob bei jeder beliebigen 
Wahl der Coefficienten in Folge der Bedingung (4) zwei Wurzeln gleich 
sind. Wenn A^ unendlich wenig, um åA^y geandert wird, so ändern sich 
auch die ^^ unendlich wenig, daher känn dA^ so klein aiigenominen werden, 
dass diejenigen Wurzeln ^x^ welche vor der Änderung verschieden waren, 
auch nach derselben dasselbe Verhalten zeigen. Wenn also stets 2 Wurzeln 
^x gleich bleiben sollen, so känn dieses nur geschehen, wenn 2 Werthe, 
z. B. fj und fjj, welche vor der Änderung coincidirten, auch nach der- 
selben gleich geblieben sind. Die DifFerenz fj — ^^, welche eine alge- 
braische Function von A^ ist, hat dann auf einer unendlich kleinen Strecke 
von Aq bis A^ + ^^4^ den constanten Werth NuU und inuss nach einem 
bekannten Satze der Functionentheorie (siehe Briot und Bququet, Théorie 
des fonc. ellipt. No. 114) filr jeden Werth der Veränderlichen verschwinden. 
Man känn A^ in solcher Weise stetig ändern, dass fj in irgend eine an- 
dere Wurzel Sx ttbergeht, also muss auch ^^ i^iit einer anderen Wurzel 
^x' coincidiren. Wenn för jede beliebige Wahl der Coefficienten A^ und 

t(x) 
Bj, irgend zwei Wurzeln coincidiren, so muss stets jede Wurzel von --h-^. 

mindestens eine zweifache Wurzel sein. 

Fttr eine mehrfache Wurzel hat aber x mehrfache Verzweigungs- 
punkte, wenn l'>[x)g'{'x) — p'{x)g{x) von NuU verschieden ist. Man 
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känn aber die Coefficienten Ä^ und B*, so wahlen, dass x einen einfachen 
Verzweigungspunkt besitzt: 

^ Vi^) ^m + C,n-lX + . . . + Ciaj«-' + X^' 



a, = A^_, + B.^_,(^^y^ C.-sv//^); 



Hierin können die Coefficienten A und B^ stets so gewählt werden, dass: 



a^ = o, öl = o, a^ 4= o 



j 



d. h. man hat die Coefficienten von q{x) so bestimmt, dass nur 2 Wurzeln 
gleich Null sind. Von den anderen 2m — 2 Wurzeln wähle man m als 
Wurzeln von p{x), dann sind die Bedingungen (4) erföllt und C,„ 4= o. 
Da hierbei alle Constanten bis auf 2 beliebig geblieben sind, so känn 
man es stets so einrichten, dass C^A,„_^ — ^^m-Mw=+=o, so dass 

p{x)g\x)—2y{or.)ff{x) 

fnr x= o nicht verschwihdet. Die Entwicklung fQr y = o und x = o 
ist dann: 

y = c^x"" + c^x' + . . . , ^a = ^ ' 

d. h. ;/ == o ist ein einfacher Verzweigungspunkt von x. 

Man känn daher allgemein die 2m Constanten A^ und B^ so be- 
stimmen, dass alle 2m AVerthe ^^ ^^^ daher auch alle 2m Werthe tjx, 
welche hierzu gehören, verschieden sind. Durch unendlich kleine An- 
derung der Coefficienten bleiben die ^x verschieden; diese Änderung lasst 
sich so einrichten, dass auch die Wurzeln von q{x) = o verschieden sind. 
Es ist somit die Existenz einer Gleichung (2) nachgewiesen, bei wel- 
cher alle Wurzeln von q{x) verschieden sind und die algebraische Func- 

Ada mathenuUioa. 14. Imprlmé le 16 décembre 1880. 7 
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tion X von y, welche durch diese Gleichung definirt wird, 2m einfachc 
Verzweigungspunkte besitzt. Es möge die Gleichung (5) 

(5) r{x),/-Q{x) = o 

diese Eigenschaften besitzen. Die 2m Verzweigungspunkte sollen mit 
7i » 7-2 j • • • ' ^-in bezeichnet werden; die Werthe rr, welche zu diesen ge- 
hören, seien cl,f.2, ...,Cvm; die 2m Wurzeln von ^(a:) heissen aj,a.',,. ..,a>„,. 
In der Gleichung (2) hat man 2)n beliebige Coefticienten Aj, und B^, 
zur Verfttgung. Um dieselben zu bestimmen, können 2 m Bestimmungs- 
stttcke gegeben werden. Zum Beispiel könnte verlangt werden, dass die 
Gleichung (2) ftir die 2m Werthenpaare (.r^ , y,) , (^^j , yj , . . . , (:3?v , J/^) , . . . , 
{^2m j !/2m) erftlUt werde, so dass die Bedingungsgleichungen gelten: 

Wenn ausserdem verlangt wird, dass fttr y = ij,2,n die algebraische Func- 
tion einen Verzweigungspunkt habe, so tritt noch die Bedingung hinzu: 

Alsdann wllren zu viel Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Coeflfi- 
cienten gegeben, und man könhte nur verlangen, dass die Gleichung (2) 
fttr die {2m — i) Werthenpaare (x^ , ?/,) , . . . , {x^,„_^ , ?/2m-i) erfQllt werde, 
aber ausserdem, dass die algebraische Function x fttr y = ?/.>,„ einen ein- 
fachen Verzweigungspunkt habe. Hiermit ist die Aufgabe begrttndet: 

Es soll eine Gleichung von der Form (2) geUldet tverden, so dass sie 
durch die n Werthenjxiare (.r, , y,) , (.r.^ , ?/._,) , . . . , (.r, , y,) , . . . , (;r„ , y„) er fullt 
wird, und dass die algebraische m-deufige Function x von y, welche durch 
(2) definirt wird, fur /y = 7,h 1 > 7«f2 > • • • ? ^>. > • • • ? ^im einfache Verzweigungs- 
punkte hat, 

Die Bedinfruno;sf]jleicliuno:en sind: 

(11) p[-r.)v, — ^{^r.;)^o, iv,-.,?,...„) 

(12) ^Kca)'^*— </(?*) = o 

lA = »|4- 1, .... 'Ini) 

(13) P\^x)rj,-q\^>)-=o 

Die Wertlio Cå? welche zu den Verzweigungspunkten gehören, sind beliebig. 
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Um (lie Lösbarkeit der Aufgabc zu beweisen, mUssen gewisse De- 
terininanten untersucht werden. Hierbei legeii wir die Function (5) zu 
Grunde, welche 2m verschiedene Verzweigungspunkte rj,^ besitzt. Es mogen 
dic Werthenpaare {x[ , y[) , (r-g , y^ , . . . , {^'l , yl) , . . . , {x'^ , yl) der Gleichung 
(5) genögen. Unter xl wird stets eine einzige Stelle (x, \/Ji{x)) verstanden, 
bei welcher \/R(x) ein gegebenes Vorzeichen hat. Durch unendlich kleine 
Änderung der {x^^y) und rjx um dx^^dy^^ bezieliungsweise 8rix erhalten 
die Coefficienten A^ und B^ gewisse Anderungen oA^ und dB^. Das 
DifiFerential der Gleichungen (11) und (12) wird dann: 



(M) 



y, ^Q' ovi -\- • ' • -r Ify ,/-,' o»^». ^^^ o^io — ... 

n A' ^'-"m ori" ''^O ••• riT^ ""m-i 



Wenn hier die Determinante B^„ welche aus den CoefFicienten von dA^^^ 
åB^ , d^x gebildet wird, nicht verschwindet, so lassen sich A^, und B^ nach 
ganzen positiven Potenzen von (xl — x^) , {yl — y^) und (17' — jy,) entwickeln. 
Der CoefFicient von d$^ in der Gleichung (15) verschAvindct, da ^[ , 7j[ e\n 
Vcrzweigungspunkt von x ist. Nur unter den Gleichungen (13) ist eine 
solche vorhanden, bei welcher der CoefFicient von c?ca nicht verschAvindet; 
derselbe hat den Werth: 

Fvir den besonderen Fall m = 2 werden die Gleichungen (14) und (15) 
folgende Form erhalten: 

K!/l^C\ + yläC\ — xl'dAo — xldA, — åA, — ^R{^)dB, 

^Wx^c^ + ixöc, — e;v;.4o — ^\dA, — öå^ — siW^åB, + P(^l)oV = o. 
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Hierin sind för dC^ die AusdrQcke (7) zu setzen. För n = i wird die 



Determinante jB„ ,, folgende Form erhalten: 



^,1 = 



f ;' + * , f i + * , I + * , — 
ei' + * , f ; + * , I + * , — 



• } 



•i 



• y 



slR{x\) + * , 


, 

4 


r , 


} 


siim) + • , 


: 


. , 


» 


sim») + • , 


: 


1 , 


> 


n/r(^:) + * , 


o\ 


1 , 


1 


• j 


^2 J 


, , 


> 


• > 


, 


► ^3 3 


> 


• > 





f 


, s. 



s,= 



af? 



a=2,«,4) 



Die Glieder, welche durch ein Sternchen ersetzt sind, ha ben die Form: 



m 






9<^T j.»n-it 









ff=l 






jr=>l 



»r-l 



ao; 



Da die Wurzeln von ^(a;) = o verschieden sind, so sind —p und 



dA^ 



aC 

-^ endlich, wenn yl und rj verschwinden, so verschwinden auch die durch 

ein Sternchen angedeuteten Glieder. Die Terme von i?, ,, för welche ein 
Punkt gesetzt ist, haben auf den Werth der Determinante keinen Einfluss. 



^2,1 



^^ A a'[P(f;)^; -(>(?;)] 



A,, = 



./3 



^, +*, x[ + 



e;' + * , f^ + 



^r + * , e; + * , 



f;'' + * , f; + 






+ * , >JH{^[) + 



* 






+ * , >Jlm + 
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Allgemein und unabhangig von der speciellen Wahl der Gleichung (5) 
ergiebt sich: 



X/= + A 



"m. » 



m,n 



7m 

n 

A = ii4-l 






^^m,» 



xT +*,<-' + *,..., I +*,a;rV«(*.) +*,-■', s/Hi-»,) + 



X 






C211» + 1 S2m + j •••> ' 4" J f^m \K($2m) H" > ••'? \R{$7m) "t" 



« 



Es wird angenommen, dass A^»^„ för n = n, nicht identisch verschwindet, 
80 dass die Aufgabe fttr n = n^ möglich ist und sich die Coefficienten 
A^ und B^ im AUgemeinen nach Potenzen von {x[ — Xi) , (i/[ — 2/1) , ... , 

«. — ^nj , (y«, — y»J ? (7«,+i — ?«,+i) ^ • • • > (?im — 72«) entwickeln lassen, 
aber A^ ^^^^ soU identisch verschwinden. 

Die Determinante A^ „^ ist auch algebraische Function jener Vcr- 

änderlichen; wir schreiben sie in folgender Weise: 



m, «, 



^1 > ^3 J • • • > ^n, 
= A I 7«i + l > • • • > ^2/n 



Es möge A„,^^^ för x^ = icj , ?/^ = yl , y;;i = 7j'x nicht verschwinden. Lasst 
man allén Veränderlichen diese bestimmten Werthe und ändert nur (j^„,,y„^), 
aber so, dass dieses Werthenpaar stets der Gleichung (5) genttgt, so ist 
A^ „, eine algebraische Function von x^^, welche för x„^ = .r,'^ von NuU 
verschieden ist, daher auch nicht identisch, sondern nur för eine endliche 
Anzahl von Werthen verschwindet. Zu diesen Nullstellen gehört der Werth 
X = fi^, för welchen y = rjl^ ist, denn hier wird A^ „ = A^„^_i. Obwohl 
A^ „j = o wird, besitzen hier die algebraischen Functionen A^ und B^ 
keinen Pol, denn sie haben die endlichen Werthe: A^, und B'^^. 
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Werden die Verändorlichen :ri , . . . , .'J?„, , //i , . . . , y^, ? ^«, > • • • > ^sw un- 
endlich wenig geändcrt, so ändert sich auch der Werth von A„,^„^ unend- 
lich wenig und auch die algebraisclicn Functionen J^, und B^^ erhalten 
eine unendlich kleine Anderung, wenn sie keine Pole an dieser Stelle haben. 

In A,rt .,j setze man folgende Werthe: 

ferner 

a^i = .Cj , //i = i/i , . . . , ^w,-i = ^11,— 1 j y«i-i = Vn^-i 

und schliesslich 

Y bedeutet irgend einen Werth in der Nähe von rj'^^, Schliesslich 
wird aber X so bestimmt, dass die Gleichung besteht: 

(i6) ^ , , , -.^'y-i+i' •••''7j'») = o 

und dass X in unendlicher Nilhe von f^^ liegt. 

Die Coefticienten A^ , B^^, welche auf diese Weise gebildet werden, 
sind von A'^ , B'^ unendlich wenig verschieden. Die neue Gleichung be- 
zeichne man mit (17): 

(17) . l\{x)y — Q^{x) = o. 

In der Nähe jedes Werthenpaares (x , y), welches der Curve (5) ent- 
spricht, gibt es ein Werthenpaar, dass der neuen Gleichung genögt: z. B. 
möge die Stelle x = xl,[ , ij =^ y',^, durch welche (17) erfallt wird, in der 
Nähe von x = xl,^ , y = y'„^ liegen. Es ist dann 









da es sich nur unendlich wenig ilndert, wenn man x\l^ in x'^^ und y*^^ in 
y^j verwandelt; nach obiger Annahme ist aber A,„ „^ för x„ = rr^ , ^^ = y[ 
und 71^ = ri\ von Null verschieden. 

In der Nahe jedes Werthenpaares [x- , y\ welches sowohl der Glei- 
chung (5) V{x)y-^Q{x)=^o als auch der Gleichung P{x)y — Q'(^x) = o 
genögt, niuss ein Werthenpaar der neuen Gleichung liegen, welches ein 
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analoges Verhalten zeigt. Daher giebt es in der Nähe von (^^^ , jy^J ein 
Werthenpaar {$'^[ , t^'^'), fttr welohes die algebraische Function x von y, 
welche durch (17) definirt wird, einen einfachen Verzweigungspunkt hat. 
Da A,,»^„,_, = o ist, so besteht noch folgende Gleichung: 

I X\ j X^ j • • • ) ^»fj — 1 ) Sn, \ 

(19) ^( , , / , ' ^".+1' .--»^L = O. 



Man betrachte schliesslich die algebraische Function von x„^ , y^^i 

(Xi , X.2 j * ' ' y ^n,— 1 > ^'m 
> ^»i + l > • • • > ^2m ) ^ 

in welcher x^^ und y^^ nur solche Werthe annehmen sollen, welche der 
neuen Gleichung genttgen — so dass sie also nur algebraische Function von 
x„^ ist. Diese Function wird wegen der Gleichung (18) nicht identisch 
NuU, känn also in der Nähe von x,,^ = c«, nur ftir einen Punkt ver- 
schwinden und aus den Gleichungen (16) und (19) folgt, dass 

Es ist daher möglich, eine Gleichung (2) zu bilden, welche durch die 
(Wj — i) Werthenpaare (rj , y[) , . . . , (a^i,_i > y«,-i) erfullt wird und in welcher 
X ausser fttr den Punkt y = yi'„^+i > • • • > 3yi,„ noch fur y = Y einen einfachen 
Verzweigungspunkt hat, wenn Y irgend einen Punkt in der Nähe von jy^^ 
bedeutet. Da A,„ ^^ 4=0 ist, so sind die Werthe 

ganz beliebig. Obiger Satz känn daher in folgender Weise erweitert 
werden: Obwohl A^„^_y identisch verschwindet, ist es möglich, eine Glei- 
chung (2) zu bilden, welche von (;?j — i) beliebigen Werthenpaaren {x^^y^ 
erftiUt wird und in welcher die algebraische Function x för {2m — 11^ + O 
gegebene Werthe rj^ einfache Verzweigungspunkte hat, so dass die auf Seite 
50 gestellte Aufgabe auch fQr Wj — i Werthenpaare {x^^y^ möglich ist. 
Das identische Verschwinden von A;, „j_i drQckt also keine Unmög- 
lichkeit der Aufgabe aus, sondern nur eine Unbestimmtheit. Es giebt 
dann unendlich viele verschiedene Formen (2), welche die betreflPenden 
Bedinoruiioren erf ollen. 

r5 o 
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Die al<]^ebraische Gleichunff: 

' 7»»i + l > 7«i4 2 > • • • J ^-Jw I = O, 

welche bestehen muss, wenn A^ „j_i identisch verschwindet, hat im All- 
gemeinen nur eine endliche Anzahl von Wurzeln f^^, wenn man för a?^, 
y^ und ri^ irgend welche bestimnite Werthe einsetzt, denn A^ „^ ist nicht 
identisch Null. Ferner giebt es nur eine endliche Anzahl von Gleichungen, 
welche den Werthenpaaren (:r, , y,) , . . . , (a;„,_i , y,„_,) , (cn, , rin) genOgen und 
bei welcher die algebraische Function x för y = ^n,+i > • ••> ^am einfache 
Verzweigungspunkte hat, folglich giebt es nur eine endliche Anzahl von 
Gleichungen, welche den Punkten (:r, , y,), .. . , {x^^_^ , Vny-^) genttgen und bei 
welchen % die Verzweigungspunkte y = jy^^ , -^^^^^ > • • • ? ^2/» hat. Daher känn 
^/i»,i»,-i t\berhaupt nicht identisch verschwinden. 

Wenn also A^ „^ nicht identisch verschwindet, so ist dieses auch fUr 
A^ „j_i nicht der Fall. 

Der grösste Werth, welchen w annehmen känn, ist 2m. Filr diesen 
Fall ist aber leicht zu erkennen, dass: 

/ Xy y X,2 i * • ' f X^fn 

nicht identisch verschwindet. Der Gleichung (5) genttgen die Werthen- 
paare y = o , x = al {v = 1,2,..., 27/?) wenn a^ die Wurzeln von Q{x) 
bezeichnet Diese sind alle verscliieden ; die Glieder von A,„ „, welehe 
durch ein Sternchen (*) bezeichnet sind, verschwinden ftir y = o, aber die 
Determinante in al ist nicht identisch gleich Null. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Aufgabe, welche auf Seite 50 gestellt 
wurde, im Allgemeinen zu lösen ist. Der Fall n = o hat fttr unseren 
Zwcck besondere Wichtigkeit. In Folge desselben gilt der Satz: 

hl der Gleichung (2) smd die Coefficienten A^ , /?,, und C,, algebraische 
Functionen der 2in Verzweigungspunkte r^xy welche die algebraische m-deutige 
Ftmction x von y besitzt. 

Im Allgemeinen lassen sich dann fiir irgend ein endliches Werth- 

o o . . . . 

system tj^ = i^[ die Coefficienten in folgender Form ent\Vickeln: 
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(20) A. =, ,^, «/,./,, ...,',.(^1 — 'y.)''(72 — .57.)'' • • • {y^L — 5?J"". 

h , h y - - ' j hm sind ganze positive Zahlen,» a/^^,^ ;,^ bedeutet eine Constante. 

FQr gewisse Werthsystcme, fttr Avelche einige algebraische Functionen 
Pole haben öder unbestimint sind, giebt es keine solche Entwicklungen. 
Um die Abhängigkeit der Coefficienten von den Verzweigungspunkten 
auszudrtlcken, sollen jene beziehungsweise mit -^^^^a) > ^/xC^a) ^^d C^{rjx) 
bezeichnet werden. Wenn fOr das System r^j^ die Werthe der Coefficienten 
und damit die Gleichung (2) gefunden sind, so ist dieses auch filr das 
System 

^ ~ crjx + d 

der Fall. Man fiihre zu diesem Zwecke in (2) die Substitution ein: 

_ ay + b 
nj + rf 

dann ergiebt sich: 



_ ac[g\x) — h\x)B(x)] + p(x)[{hc + da)g(x) — (be — da)h(x)y/R(x)] 
" c'[g\x) - h\x)R{x)] + 2cdp(x)g{x) + dY{^) 

Nach der Bedingung (4) ist: 

« 

. ff\x) — hix)B{x)=p{x)r{x), 
wenn r{x) eine ganze rationale Function w*''° Grades in x bedeutet, also 



/ \ acr{x) + (be + da)g(x) — {be — da)h{x)yjll{x) 

^ : ~ c*r{x) + 2cdg{x) + d^pix) 

Hieraus sind die Coefficienten Aj,{tx) , B^,{tx) und C^,{tx) zu berechnen; 
durch Division von Znhlcr und Nenner mit einem constanten Factor känn 
bewirkt werden, dass einer der Coefficienten C,^ den Werth i erhalt. Jeder 
Coefficient von r{x)j welcher in der Gleichung för y nur im Zahler g{x) 
eine Rolle spielt, tritt in (21) auch in den Nenner; er ist ebenso wie die 
Coefficienten rf(rr), algebraische Function der rj^, Wenn fttr ein Werthsystem 
7jx einige £!oefficienten unendlich Averden, so enthält in (21) sowohl Zjlhler 
als auch Nenner diese unendlich grossen Werthe und zwar zu derselben 
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Ordnung ; durch Division mit einein jreeisrneten Factor werden alle Coeflfi- 
cienten in (21) endlich und mindestens ein Coefficient des Zählers- und 
ein Coefficient des Nenners von Null verschieden. Durch obige Substitu- 
tion können daher die Pole der algebraisthen Functionen von tjj^ vermieden 
werden. 

* Wenn fQr ein Werthsystem rji einige Coefficienten unbestimmt werden, 
so setze man r^ = tji -{- b. Die Coefficienten sind dann entweder alge- 
braische Functionen eitier Variabeln b und haben einen bestimmten Werth 
öder sie sind von b unabhängig und dann Constanten.' 

Durch continuirliche Anderung des Werthsystems tji erhält man 
immer neue Gleichungen (2), doch ist durch dieselben nicht immer eine 
bestimmte m-deutige Function x von y definirt Die Gleichung 



!/ = 



g(x) + h(x)yf'K{x) 



zeigt, dass x nlcht mehr »i-deutige Function von y ist, wenn fur ein be- 
stimmtes Werthsystem ly^ , g{x) , h{x) und p{x) eine gleiche Wurzel x = x^ 

haben. Es muss dann in (9) die ganze Function -^^. von Xy deren 

Wurzeln die Verzweigungspunkte geben, durch (x — rrj' theilbar sein; 
X = x^ ist aber kein Verzweigungspunkt. fin der Nahe von r^i giebt es 
unendlich viele Werthsysteme tji + ^^liy f^r welche x eine wi-deutige 
Function von y ist und jede der ganzen Functionen g{x) , h{x) uT\d j){x) 

i(x) 
eine Wurzel in der Nähe von x' hat. För r^ + orji hat dann -jr-\ 

zwei Wurzeln in der Nähe von x\ för welche x einen Verzweigungspunkt 
hat. Die hierzu gehörigen Werthe rjx + otjj, sind unendlich wenig ver- 
schieden,^wenn sie nicht unendlich gross sind. Sobald sie zusammenfallen, 
vemichten sie sich gegenseitig, d. h. wenn man um beide in der i/-Ebene 
einen unendlich kleinen Kreis beschreibt und denselben mit der alge- 
braischen Function x durchläuft, so kommt man zu dem Anfangswerth 

zuröck. 

Ein specieller Fall der eben behandelten Singularität tritt auf, wenn 
die Coefficienten B^, sämmtlich verschwinden, ferner wenn die Coefficienten, 
welche zu x"* und x^^y/R^x) gehören, zu Null werden. Haben g{x)jh{x) 
und p{x) keine genieinsamen Factoren — und dieses ist nach Obigem 
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stets der Fall, wenn alle Werthe des Systeras rj^ verschieden und nicht 
unendlich sind — . so erhält man in der Gleichung (2) stets eine algebra- 
ische m-deutige Function von x. 

Es ist leicht zu erkenhen, dass sich der specielle Fall -w = o unserer 
Aufgabe auch in folgender Weise aussprechen lässt: 

Zu jeder m-blättrlgen zusammenhängenden Riemannschen Fldche, wélche 
iiber der y-Ebene construirt ist und 2m einfache Verzweigungspunkte besitzt, 
hlssi sich eine algebraische Function x von der Form 



g{x)^h(x)yjB{x) 

bilden^ wélche auf derselben eindeutig ist. 

Um diesen Satz nachzuweisen, känn angenommen Averden, dass kein 
Verzweigungspunkt der Kiemannschen Flache im Unendlichen liegt. Man 
gehe von der Gleichung (5) aus, för wélche yjj^ -— jyi Verzweigungspunkte 
sind und biide die Riemannsche Fläche T, auf Avelcher x eindeutig ist. 
Die m Blätter von T werden ,mit J5i , ..., Z?^ , ..., J5^, die Werthe, wélche 
X auf B^ annimnvt, mit x^ bezeichnet. Fttr einen VerzAveigungspunkt, der 
B^ mit Bx verbindet, ist x^ = Xx) nur in der Nähe eines solchen Punktes 
sind zwei Werthe von x unendlich wenig verschieden. Ferner biide man 
die Entwicklungen (20). 

In diese setze man jy^ •i= jy^ + ^Jyp während fiir die anderen Variablen 
rjx diö Werthe 7]'x gesetzt werden, das heisst, man verschiebe 7j[ continuir- 
lich nach 7]{ -f ^^yj. Durch diese unendlich kleine Anderung erhält x 
fUr jeden Punkt y den Werth x + ^*^> der von dem frOheren Werthe an 
dieser Stelle im Allgemeinen unetidlich wenig verschieden ist; wenn daher 
fQr eine Stelle der y-Ebene die beiden Werthe x^ und x^, um eine endliche 
Grösse verschieden waren, so sind auch x^ + dx^ und Xf^ + åx., verschieden^. 
Nur in der Nähe der Verzweigungspunkte von. T können durch diese 
Anderung z>yei Werthe gleich werden. Die Punkte rj[ (A > i), wélche 
auch nach der Variation Verzweigungspunkte bleiben mttssen, verbindcn 
dann genau dieselben Blätter, auf welchen sie vor derselben lagen. Bis 
auf die Verschiebung von 7j\ und 7j[ + drj[ ist die Riemannsche Fläche 
der neuen Function x mit T in allén Verzweigungspunkten und Ver- 
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zweigungsschnitten congruent. Einer unendlich kleinen Änderung des 
Systems tjx entspricht eine unendlich kleine Deformation von T. 

Man kanii aiif diese Weise 7j[ nach einem beliebigen Punkte von T 
bringen, welcher nicht mit den anderen Verzweigungspunkten zueammen- 
ftlllt und im Endlichen bleibt. Wenn hierbei kein Verzweigungsschnitt 
t\berschritten Avird, so verbindet 17J dieselben Blätter von T, welche es 
vor der Bewegung verzweigt hat; es mogen dieses die Blätter B^ und 
B^ sein. Hat yj[ einen Verzweigungsschnitt S tibersehritten, welcher B^ 
und 7?g verbindet, so wird es auf die Blätter B^ und B^ zu liegen kommen. 
Da X nur einfache Verzweigungspunkte besitzt, so ist jeder derselben nur 
mit einem anderen durch einen Schnitt verbunden. Wenn dieser Schnitt 
auf B^ und B^^ li^gt, so soll er mit S^^j, bezeichnet werden. Es sei jyj 
der Verzweigungspunkt, welcher zu r]\ gehOrt, und da 7]\ die Blätter B^ 
und B^ verbindet, so kommt dem Schnitt zwischen 7j[ und jyj das Zeichen 
/S, 2 zu. Nachdem bei der Änderung von 7j[ dieser Punkt einen Schnitt 
S2 j, öberschritten hat, kreuzt sich derselbe mit Sj 3. Um dieses zu ver- 
meiden, muss entweder S^^^ verlegt werden, öder es muss auch yj'^ tlbcr 
iSg.s bewegt werden, so dass aus -S, 2 ein Schnitt /S, 3 wird. 

Da T zusammenhängend ist, so känn man von jedem Punkte dieser 
Fläche zu jedem anderen gelangen und im Besondern auch vom Ver- 
zweigungsschnitt S»,,, zu der Fläche B^. Da es gleichgOltig ist, ob man 
von B^ öder B^, ausgeht, so ist es möglich, diesen Weg nach B^ auszu- 
ftihren, ohne oincn Schnitt S^^^^ selbst zu benutzen. Ftthrt man nach ein- 
ander beide Verzweigungspunkte von S^^^, nach B^ , so wird dieser Schnitt 
das Blått B^ mit irgend einem anderen verbinden. Ein ähnliches Ver- 
fahren ftthre man mit allén Verzweigungspunkten aus, so dass alle auf 
dem Blått B^ liegen. Alsdann haben wir nur Schnitte von der Form 
S^j ,,, und da die neue Fläche zusammenhängend bleibt, so muss auf jedem 
Blått B., (/i 4= i) ein Schnitt liegen, so dosa fi mindestens ein Mal die 
Werthe 2 , 3 , . . . , ??i Annimmt. Es giebt nur in Schnitte, daher tritt nur 
ein Zeichen Ä, „ doppelt auf; welchen Werth \f hat, ist vollständig gleich- 
giiltig; durch Andorung der Bezeichnung der Blätter känn jede Zahl von 
2 bis m fur v nngenommen werden. In dem Blatte J?, können nun alle 
Verzweigungspunkte beliebig verschoben werden. l>ie neue Fläche werde 
mit T, bezeichnet. Ebenso wie die beliebiore Fläche T in T, transformirt 
werden känn, ist dieses fiir jede andere />^bU\tterige Riemannsche Fli\che 
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T' mit 2m einfachen Verzweigurigspunkten der Fall und folglich känn 
man mit-Hölfe von T^ auch T in T ttberfahren. 

Da das System tj^ bei dieser Transformation stets iih Endlichen bleibt 
und alle Werthe desselben verschieden sind, so ist die Function a;, welche 
man schliesslich erhillt, wohl dcfinirt und hat die verlangte Form. Wir 
erhalten, Avie oben gezeigt wurde, nur dann keine Function von der ver- 
langten Eigenschaft, wenn man zwei solche Verzweigungspunkte zusam- 
menfallen lässt, welehe dieselben Blätter verbinden, so dass sie sich auf- 
heben. Nähert man aber einen Verzweigungspunkt, der auf B^ und B^ 
liegt, und einen Verzweigungspunkt, der B^ und B^ verbindet, so heben 
sie sich nicht auf, die neue Function x behält die verlangte Form und 
hat einen dreifachen Verzweigungspunkt, der B^ , B^ und B^ verbindet. 

Daher känn man auch zu jeder Fläche Tj, bei welcher die 2m ein- 
fachen Verzweigungspunkte in beliebiger Weise zu mehrfachen Verzweig- 
ungspunkten zusammenfallen, die Function x bilden, und obiger Satz ist 
allgemein bewiesen. 

Wir wenden denselben auf eine Riemannsche Fläche T an, welehe 
zu der algebraischen m-deutigen Function v von u gehört, die durch die 
algebraische Gleichung 

m 

(22) F{u , v) = o 

definirt ist, welehe vom Geschlechte Eins ist, so dass v im Allgemeinen 
2m Verzweigungspunkte besitzt. Es sei: 



(23) u -= .^t(^) + K(x)s,lR {x) 

die algebraische Function x von u, welehe zu dieser Fläche gehört. Eli- 
minirt man aus (22) und (23) die Variable w, so erhält man eine alge- 
braische Gleichung zwischen v und {x , \Ui{x)) und da zu jedem Punkte 
von T nur ein Werthenpaar [v ; x , \IH{x)] gehört und ferner jeder Stelle 
{x , )/R{x)) nur ein Punkt auf 7' entspricht, so entspricht jedem {x, )jR{x)) 
nur ein Werth v und die alt^iebraische Gleichunt? zwischen v und x hat die 
Form : 






\ 
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Bei dieser Darstellung von u und v durch den Parameter x entepricht 
jedein Werthenpaar (w , v) der Gleichung (22) nur eine Stelle {x , y/li{z))j 
wie leicht zu erkennen ist. 

Wie am Anfange dieses Abschnittes erwahnt wurde, können x und 

\R{x) Tjait Hilfe der Gleichung lj-\ — R{x) = o als eindeutige Functionen 

des Parameters z ausgedrtickt Averden. Es sind dann auch u und v ein- 
deutige Functionen von z, 

Wenn die Gleichung (22) vom Geschlecht Null ist, so hat v als Func- 
tion von u nur 2m — 2 Verzweigungspunkte; in diesem Falle können u 
und v als Functionen von x und yjR(z) ausgedrttckt werden, wenn yjR(x) 
vom zweiten öder nullt<3n Grade in x ist, und zwar sind fftr jede Glei- 
chung (22) vom Geschlechte Null beide Fälle möglich. 



(O 



m. 

In dem Abschnitt I wurde gezeigt, dass die DifFerentialgleichung (i): 

f{u , U) = o, 

dz 



folgende Form haben muss, wenn u eine eindeutige Function von z ist: 

U-'+ f.iuW"-' + ... + L-,{u)U + Uu) = 0; 

/i(^) j /»('O ^^- ^- ^^* bedeuten ganze rationale Functionen von u und zwar 
ist fi{u) höchstens vom 2*®° Grade in u , f^{n) hOchstens vom 4^®° Grade 
und /;„(w) höchstens vom Grade 2m. Da (i) eine irreductible Gleichung 
sein soll, so darf /*,„(w) nicht identisch verschwinden. 

In Folge dieser nothwendigen Eigenschaft känn (i) durch eine Sub- 
stitution von der Porm: 



Zf = — Y a., 
w 



U = 
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stets in eine solche Gleichung transformirt werden, dass der Quotient: 

— , W fQr w = CO 7n verschiedene Werthe erhält, welche sämmtlich von 

Nu 11 verschieden sind. Fftr w = oo wird namlich obige Gleichung auf 
folgende Glieder reducirt: 

Die algebraische Gleichung (2) zwischen a und (—j) ist irreductibel; es 

känn daher a stets so gewKrfilt werden, dass obige Bedingungen fiir die 

W 
Wurzeln — r erftlllt werden. 

Diese neue Gleichung zwischen tv und W: 
(3) 0{w ,W) = O- 

ist auch eine Differentialgleichung von der Form (i), wenn Tr = — ge- 

setzt wird und es ist dann w eine eindeutige Function von Zy wenn*dieses 
fOr u der Fall ist und umgekehrt. Man erhält ftlr w= 00 m verschiedene 
Entwicklungen von der Form; 

(4) W = A,,w'^ + A],W^ + . . . . (;t-i,3 m) 

m 

w 

-4j , -4j , . . . , -4^ , . • . , -4^ sind die Wurzeln -7 der Gleichung (2). 

Betrachtet man (3) als algebraische Curve der rechtwinkligen Coor- 
dinaten w und TT, so hat dieselbe för t^; = co und W =^ 00 m ver- 
schiedene Zweige, welche sich sämmtlich in- zwei Punkten berOhren. Die 
algebraische Curve hat daher. im Unendlichen m(m — ij Doppelpunkte. 

Wenn w eine eindeutige Function von z ist, so muss die Gleichung 
(3), wie im Abschnitt I gezeigt wurde, noch folgende nothwendige Be- 
dingungen erftlUen: 

i) Das Geschlecht der Curve (3) muss niedriger als zwei sein. 

2) Wenn ti? = a^ , öj > • • • > ^v > • • • ^^^ Wurzeln von 0(w , o) = o 
sind, so muss die Entwicklung von W nach {^w — a^) folgende Form 
haben : 

(5) W= B,{w — fl,)*"^ + B:{w — a,)'^^^ + 
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Hierin bedeuten k^ und /^ ganze positive Zahlen, welche auch glcich Null 
sein könneii. Ist das Geschlecht von (3) gleich Eins, so muss 1„ stete 
verschwinden. Ist aber das Geschlecht von (3) gleich Null, so känn /», 
höchstens fOr zwei verschiedene Stellen a^ grösser als Null sein, und S/^ 
muss kleiner als 3 sein. 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichende Bedingungen dafttr, 
dass tv eindeutige Function von z ist. Der Beweis ist leicht zu geben. 

Da das Geschlecht von (3) kleiner als zwei ist, so lassen sich tv und 
W eindeutig mit Htilfe eines Parameters C ausdröcken, und zwar be- 
trachten wir insbesondere die Darstellung^ welche im Abschnitt II ent- 
wickelt wurde: 



g{x) + h{x)^R{x) 

W = 7 T J 

(6) , (jr)-Ä(^)=0. 

^^= W) '• 

Es soUcn hier nur solche Darstellungen gewllhlt werden, för welche 
tjo nicht unendlich wird, wenn x unendlich gross wird öder verschwindet; 
dieses känn durch eine Substitution erreicht werden. Auch wurde oben 
gezeigt, dass bei diesen Darstellungen von tv und W jedem Werthenpaare 
{w , W), welches der Gleichung (3) gentigt, nur ein Werthenpaar (x , \/Ii{z)) 
entspricht. Zu jedem Werthe tv gehören daher m Stellen {XjyjR{x)) und 
den m verschiedenen Zweigen fOr iv= 00 miissen m verschiedene Werthen- 
paare {x , )jR{x)) entsprechen. Es hat dann p{x)^nur einfache Wurzeln. 
Ferner zeigt die Form der Entwicklungen (4), welche fiir tv = 00 gelten, 
dass P{x) = p^{x) sein mussr 

Man vergleiche W und jzr- 

dw ^'^'''^'L^^''^ + Hx)yjR{^))^^^{g{x) + h{x)yjKör)) 



d: p\x) 



yJR(x). 



Nur för tv = 00 werden W und ^ unendlich, aber -.rjp bleibt hier 

endlich. Dieser Quotient känn daher nur unendlich werden, wenn W ver- 
schwindet. För W = o gelten die Entwicklunge« welche durch die Be- 




■ • • 



Ubcr die tntegratton gcwisser l)itfercDtia)g1eichuDgeD crster ördnung. bS 

dingung (2) bestimmt >verden. Eg känn angenommen werden, dote fiir 
ta = a^ der Parameter x nicht unendlich gross wird. Der Entwicklwng 
(5) entspricht dann eine Entwicklung von w nach {x — x^j welche zwei- 
deutig ist, wenn y/R(xy) = o ist: 

M? — ö, = C,(aj — x,y + Cl{x — X,) ^ + ^v>i. 

Setzf man dieselbe in (5) ein, so muss sich W in gleicher Weise nach 
{x '■ — x^) entwickeln. Folglich ist, wenn R{x^) 4= o , ( — j = g^(Jc^ + 0> ^^^ 
anderen Falle: p^ = g^{k^ + i); hier bedeutet g^ eine ganze positive Zahl. 



dwdx 



dx dZ 



(t1- 



^cjx-xy +... 



\jii(z). 



Wenn die Entwicklungen nach ganzen Potenzen fortschreiten, so ist: 

s]R{i) = ylR{x,) + 2?,(a; — a;,) + . . . , 
daher: 

Im anderen Falle ist yjR{x) == Ri{x — xj)^ + . . • 

— =I),{w — o,) +...; ^^-^>j^:^y wennÄ,>i. 

Wenn daher in (5) l^=^o ist, so ist, weil dann A^ >" i sein inuss, der niedrigste 
Exponent von {tv — a^) in der Entwicklung von ^ grösser als der kleinste 
Exponent von {to — aj in der Entwicklung von W. Der Quotient 
■^ri^ wird dann ftlr w = a^ nicht unendlich. 

rv di 

Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Eins, in welchem Falle Ii{x) 
vom vierten G rade ist, so verlangt die Bedingung (2), dass stets Z^=^ 

ist Es wird also jener Quotient -jyfn niemals unendlich. 

Acta mathematica. U. Imprimé le 38 déoembre 1889. 9 



dx 
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Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Null, so können w und W 
als rationale Functionen von x dargestellt werden, so dass in den Formeln 

(6): HTp = )jR(x) eine Constante wird. Wird auch hier l^ stets Null, so 

känn 1— -jr; nie unendlich werden. Es känn aber auch L an zwei Stellen 
ax fr 

z. B. för öj und a, gleich Eins werden. Durch eine lineare Substitution 
känn immer erreicht werden, dass för a; = 00 u^ nicht gleich a^ öder a, 
wird. Es mogen vielmehr diesen Stellen, för welche die Entwicklungen 
(5) g^'lten, die endlichen Werthe x^ beziehungsweise x^ entsprechen, und 

man känn w , W und ^ nach ganzen positiven Potenzen von x — x^ 

entwickeln: 

w — a, = C^{x — x,Y'^^'^ + . . . , ? > o, 

W= C[{x — x,y''^^'' + ..., 

^'" = q{K+ i)c\{x - x.r'^^'^-' + . . , , 

dwj^ _ q{k^ + i)C, 1 , 

dx W^ C[ aj - aj, ■•" " • • 

Ebenso wird -7-^57 unendlich för x = x^. An die Stelle von x substi- 

dx W ' 

tuirt man folgende eindeutige Function von C- 
und betrachtet den Quotienten 

dw I dw I (x — «,)(« — «,) 
dCWd^W x^ — X, 

Auch dieser Quotient könnte nur unendlich werden för w = a^ und 
w == Äj, d. h. för X ^= x^ und x ^= x^; derselbe bleibt aber hier endlich. 
Schliesslich känn noch /^ för eine der Stellen a^ z. B. för a^ = a^ 
den Werth 2 erhalten. Dann betrachten wir wieder eine solche Dar- 
stellung von w und W als rationale Functionen von x, in welcher der 
Punkt X = QO nicht der Entwicklung (5) för w =^ a^ entspricht Es 
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möge demselben vielmehr ein endlicher Werth o?, entsprechen. Fttr 
X = x^ hat man die Entwicklung: 



w 



a^ = C^{x — x,Y^^^'^ + . . . , y > I. 



Durch Umkreisung des Punktes w = a^ erhalt man ftir einen Punkt in 
der Nähe von a^, z. B. fttr w ^= w' ^ q{k^ + i) verschiedene Werthe x\ zu 
gleicher Zeit erhält man aber nur A^ + ^ verschiedene Werthe W in 
Folge der Entwicklung (5), da aber bei jeder Darstellung von der Form 
(6) jedem Werthenpaare (w, W) nur eine Stelle x entspricht, so muss 
g = I sein. 



W= (7;(a; — a;,)*»+» + .... 



dw 
dx 



= -{k, + i)C,{x — xj' + . . . . 



dw i _ (4, + I) 



C[ Xx - X,) 



t I . . • 



Man fQhre folgende Substitution ein: 



= <:,. 



X — X, 



X = 



«.C+ I 



» • 



so dass w und W eindeutige Functionen von C sind. Der Quotient -jrw 
känn nur ftlr m; = a^ unendlich werden. 



dw I 



dH W 



dw I f vj 



Doch diese letzte Gleichung zeigt, dass auch an der Stelle w=^a^ , TF=ö 
der Quotient endlich bleibt. 

In jedem Falle haben wir eine solche Darstellung von w und W 

als eindeutige Functionen von C gefunden, dass j^^j welches auch al- 

gebraische Function von w ist, för keinen Werth unendlich wird, d. h. 
es ist gleich einer Constanten C: 



dw 
dC 



= cw. 



Setzt man CC= Zj so wird 



dw 
dz 



= w. 
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Wenn daher die Gleichung zwischen w und W jene nothwendigen Be- 
dingungen erftillt, so känn eine solche eindeutige Darstellung von w und 
W nach einem Parameter z gefunden werden, dass W die Ableitung von 
w nach z ist.^ 

Es ist hiermit folgendes Kriterium abgeleitet worden: 

Eibe algebräische Differentialgleichung erster Ordnung zwischen u und 

^ , welche die Variable z nicht explicite enthalt: 

m 

hat ein eindeutiges Integral, wenn sic folgende nothwendige Bedingungen 
erfallt: 

1. Das Geschlecht der algebraischen Gleichung muss kleiner als 
Zwei sein. 

2. Der Coefiicient von (-^j , wclcher mit f^(u) bezeichnet ist, muss 

eine ganze rationale Function in u sein, die höchstens vom Grade 2p ist. 
Man känn dann durch eine Substitut ion von der Form: 

I , du . i dw 

eine algebräische Gleichung zwischen w und -p erhalten, welche fClr 

w = oo m verschiedene Wurzeln v--^, hat, von denen keine verschwindet. 

dz w^ 

3. In dieser ncuen Gleichung zwischen w und ^. möge -j- ver- 

schwinden ftlr w; = a^ , a,, , . . . , 0^ , . . . , a„; die Entwicklungen von — =0 
nach w — a^ mogen folgende Form haben; 



*v T 'V -y-r'v 



W= B,{w — a,yv^> + B:{w — aj) ^^^ + . . . . 

Hierin sind B^yBly... Constanten, k^ und l^ sind ganze Zahlen; die- 
selben mtlssen aber > o sein. 



^ Auf ähDlichc Wcise lUsst sich direkt aus der Darstcllbarkcit von iv und W in der 
Form (6) die NotbwcDdigkeit jencr BedinguDgcn nachweiseo. 
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4. Wenn das Geschlecht der algebraischen Gleichung gleich Eins 
ist, so muss l^ stets = o sein. 

n 

Wenn aber die Gleichung das Geschlecht Null hat, so muss 12l„< 3 sein. 

Am Anfange dieser Arbeit ist das Theorem von Bkiot und Bouquet 
mitgetheilt worden. Der Vergleich ergiebt nun, dass die Bedingung (4) 

jenes Tbeorems hier durch die Transformation u = — |- a ersetzt ist. Ein 

wesentlicher Unterschied ist nur darin zu erkennen, dass hier eine Be- 
dingung fOr das Geschlecht und die Bedingung (4) auftreten, während 
das Theorem von Briot und Bouquet verlangt, dass die algebraische 
Function W keine Vcrzweigungspunkte hat, wenn TF 4= o ist. 

Es schien von Interesse, die Beziehung, in wdcher diese verschiede- 
nen Bedingungen nothwendig stehen mttssten, direkt nachzuweisen. 

Zu diesem Zwecke betrachte man die Resultante, welche sich durch 
Elimination von W aus den Gleichungen: 

0(w , TF) = Tf- + /;(! + ayv^W"''' + . . . + /;^i + a^'- = o, 



» Tfrm—2 



dW 



0(w , W) = wTF"-* + (w — i)/i(^ + (^WW 



+ ... 



+^"-(^+«) 



^Sm-1 ^ Q 



ergiébt. 



Wenn man kurz wY, ( — \- fl) mit f^, w*fA- •{■ a\ mit /", u. 8. w. 
bezeiehnet, so hcisst diesc Resultante: 



A = 



A. 



O 






• • • ' / w» » 



m , {m — i)/; , (m — 2)/; , . . . , f„,_^ , 



o, 



m, 



o, o, . . . , o 



• • • ^ tm — \ y tm y O > • • • > O 



L 



\j • ••• •••, \j 



v'* ^)f\ J • • • » ^lm-2 ) fm—l y • ' J • • • > O 



/to-1 
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Der Gmd ron A ^ o in u> giebt die Anzahl der Schnittpunkte von' 
obigen beidcn Gleichungen im Endliohen an. Dieser Grad ist nur ab- 
liängig von denjenigen Gliedern in /J , /^ , . . . , welche die höchsten Po- 
tenzen von te enthalten. In /j ist /"({a)»' dieses Glied, in /", ist es f,{a)w* 
u. s. w., daher wird die folgende Determinnnte D von demselben Grad 
sein wie A: 



/■,(«)"*' 






f^{a)w'- 



m , (m — i)/j((i)(p', (m — 2)f^{a)w*, ..., 
o, m , {»1 — i)/',(a)w', . . , , 



/:_,(»)«'—' i 



Diese Determinante ist aber die Discriminaote von: 



(7) W~ + /•,(«),rMF— + . . . + /:_,(«)« 



^W + /.(fl)ir*" =o, 



(8) mW' + (Mt — i}/;(«)«:*n'— * + . . . + /:_,{rt)ip'— ' = o. 

Die erstere von diesen beiden Gleichungen känn auch in folgender 
Weise geschrjeben werden: 

{W — A.io^iW — A,i€') . .. (ir— .4„ip') = o. 

A^ , A,, . . . sind die AVurzetn von (2), also sämratlich verschieden 
von einander. Diese Gleichung stelit ein System von »i Parabeln vor. 
Ebenso repräsentirt die Gleichung (8) ein System von {m — i) Parabeln; 
keine derselben ist mit einer Parabel von (7) identisch, da die Wurzeln 
A^, A^, .. . verschieden sind. För endliche Werthe von w und W hat 
jede Parabel in (7) nur den Scheitelpunkt w = o und W = o mit den 
Parabeln (8) gcmeinsam, und zwar ist cs ein zweifacher Schnittpunkt, da 
nch sammtliche Parabeln hier berOhren. Folglich hat jede Parabel von 
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(7) mit den Curven (8) im Endlichen 2 (m — i) gemeinsame Punkte, und 
die Gleichung (7) mit der Gleichung (8) 2m{ni — i) gleiche Wurzeln: 

w = o. 
Es ist: 

Auch A ist daher vom Grade 2m (in — i) in w. 

Man betrachte 0{w , W) = o als algebraische Curve der rechtwink- 
ligen Coordinaten w und W. Aus der Theorie der algebraischen Curven 
ist bekannt, dass jeder endliche Werth, ftir welchen eine Parallele zur 
TT-Axe einfache Tangente an die Curve 0{w , W) = o ist, eine einfache 
Wurzel' der Resultante A = o sein muss, dass ferner jeder endliche Werth 
Wy der zu einem Doppelpunkte gehört, zweifache Wurzel und jeder end- 
liche Werth Wy för den die Curve einen Rtickkehrpunkt hat, dreifache 
Wurzel der Resultante A = o ist. 

Man bezeichne die Anzahl der Doppelpunkte im Endlichen mit rf, 
die Anzahl der Röckkehrpunkte im Endlichen, för welche W = o ist, 
mit r, und för welche TF 4= o ist mit r\ Schliesslich sei die Anzahl 
der Tangenten vom unendlich fernen Punkte der TF-Axe, fttr welche w 
endlich und W = o ist, gleich t; wenn dagegen TF 4= o ist, so nenne 
man die Anzahl derselben t\ Es ist dann: 

2m{m — i) = t + i' + 2rf + 3 (r + /), 

(9) 2 (rf + r + r') = 2m {m — i) — {t + r + t' + r'). 

«k 

För jede Ä-fache Tangente vom unendlich fernen Punkte der TF-Axe 

und för jeden Ä-fachen Rttckkehrpunkt hat die algebraische Function W 

von w einen Ä-fachen Verzweigungspunkt; t + r ist folglich die Anzahl 

der Verzweigungspunkte von TT, ftir welche W = o ist, und t' + r' die 

Anzahl dieser Verzweigungspunkte von TF, ftir welche TF 4= o ist. 

Nach einer nothwendigen Bedingung, welche in bciden Kritcrien be- 

steht, muss ftir TF= o und w = a^ folgende Entwicklung gelten: 



»y-r'y "yT" y 



W=^ B,{w — «,)*'+' + Bl {tv —ay>^' + . . . , /, > o. 
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FOr W = O ist folglich die Anzahl der Verzweigungspunkte (t + r) 
gleich ^k„. 

Es giebt ^{k^ -}- /^) die Anzahl der Wurzeln der Gleichung: 

0(^w , o) = o 

an^ also: 

^{K + K) == 2m, t + r + Z/, = 2m. 

Die algebraische Curve 0(;iv , W) = o hat iin Unendlichen keine 

Rtickkehrpunkte, dagegen eine bekannte Anzahl d' von Doppelpunkten 

(siehe Seite 63) 

d' = m {m — I ). 

Aus der Gleichung (9) ergiebt sich dann: 

2{d + rf' + r + r') = 4m{m — i) —2m + (El, — i' — r'). 

Es ist nun rf + rf' + r + ^' die Anzahl sämmtlicher Doppel- und Röck- 
kehrpunkte, welche die Curve (3) besitzt. Nennt man p das Geschlecht 
der Curve, so ist 

(10) 2)= I +-^: 



2 2 



Nach dem Kriterium, welches in diesem Abschnitte abgeleitet wurde, 
soll för p = I auch El, = o, fttr |) = o aber El, < 3 sein. In beiden 
Fallen muss also V -f- ^*' = o sein, d. h. fQr W ^ o darf es keine Ver- 
zweigungspunkte geben. Auch ergiebt sich, dass fttr ]) = El, = 2 ist. 

SoUte <' + ^ nicht verschwindenj -so ist der Widerspruch nur da- 
durch zu erklären, dass die algebraische Gleichung reductibel ist. 

Nach dem Theorem von Briot und Bouquet soll ^ + r' = o sein. 
Ftlr diesen Fall zeigt die Formel (10), dass p < 2 sein muss; ferner 
wenn |) = i, so ist El, = o, im anderen Falle gleich 2.^ 



^ Auf diose Weise wUrde sich auch der Satz crgcben, welclier vod Briot und 
BoUQUET aufgestellt ist, dass wodd U dioso Bedingung nicht erfttllt, die Gleichung (3) 
reductibel ist. 




y 
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III dem Werke von Briot und Bouquet: Théorie d^s fonctions ellip- 
tiques sind mit Httlfe des dort entwickelten Kriteriums die binomisohen 
und trinomischen Diflferentialgleichungen aufgestellt, welche ein eindeutiges 
Integral besitzen. Die hier aufgestellten Bedingungen föhren nattirlich 
zu denselben Resultaten; da in beiden Kriterien einzelne Bedingungen 
gleicb sind, so wird aueh die betreffende Untersuchung mit derjenigen, 
welche die Herren Briot und Bouquet geffthrt haben, in einigen Punkten 
ttbereinstimmend sein. Es wird im Folgenden nur auf den Unterschied 
beider Methoden aufmerksam gemacht. Zum Schlusse wird das ein- 
deutige Integral einer einfachen Differentialgleichung berechnet, welche 
in dem Werke von Briot und Bouquet nicht behandelt ist. 



Aé Binomische Oleichungen. 

Wie oben erwahnt, hat Herr Fuchs die Formen der binomischen 
Differentialgleichungen aufgestellt, welche ein eindeutiges Integral besitzen, 
dadurch dass er den Satz vom Geschlecht der algebraischen Gleichungen 
zu Grunde legte. Indem hierauf verwiesen wird, geben wir nur die An- 
zahl der Doppcl- und rtttckkvhrpuiikte, welche jede dieser Formen besitzen. 

Die betreflfenden DilTerentialgleicViungen sind: 

(i) i/* + G(u — a){u — b){u — c){u — r/) - o, 

(2) U' + Ö(m — a)> — 6)*(m — cy = o, 

(3) U* + G{u — a)\u — &)'(m — cy = o, 

(4) -U' + G{u — o)'(m — by{n — c)» = o, 

(5) • U — G{t( — rt)(« — b) = o, 

(6) IP — G{u — «)»(« — b){u — c) ^ o, 

(7) U —<?(« — ay = o, 

(8) U'" —G{u — fl)" " (m — by-' = o. 

Die Curve (i) hat im Unendlichen 2 Doppelpunkte, im Endlichen 
keinen Doppel- und Röckkehrpunkt. Die Curve (2) hat im Unendlichen 
6 Doppelpunkte. Dem Punkt U = o , n = a ent.spricht ein einfacher 

äeta matktmaHta. U. Imprtmé 1* 27 déeembra 188*. 10 
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Hnckkehrpunkt, dasselbe iet fOr V = o und u =h resp. u = c der Fall. 
Die Curve (3) bcsitzt im Unendlichen 12 Doppelpankte. lin Punkte U=o 
und u ^ a berOhren sich 2 Zweige in einer zur U-Axe parallelen Geraden; 
es giebt hier 2 Doppelpunkte. Durch den Punkt U= o , u = b geht nur 
ein Zweig, derselbe repräseiitirt zwel ROckkehrpunkte und einen Doppel- 
punkt; dasselbe ist för U = o und m = c der Fall. Im Unendlichen der 
Curve (4) liegen 30 Doppelpunkte, ftlr (7 = o und u = a berOhren sich 

3 Zweige, es giebt hier 6 Doppelpunkte. Durch dtn Punkt U = o und 
M = 6 gehen zwei Zweige, in beiden beginnt die Entwicklung von U nach 
(w — b) mit der Potenz {« — h)^, es fallen hier 2 Rtlckkehrpunkte zu- 
samnien, welche sich in 6 Doppelpunkten echneiden. Ftlr 17= o und 
u = c giebt es nur eine Entwicklung nach (« — c), dieselbe i^präsentirt 
6 Doppelpunkte und 4 Rilckkehrpunkte. Berechnet man hiernach ftlr diese 

4 Curven daa Geschlecht, so ergiebt sich dasselbe bei allén gleich Eina. 

Die Curve (5) hat keinen Doppel- und RQckkehrpunkt, die Curve 
(6) beaitzt im Unendlichen 2 und flir V — o und « = o einen Doppel- 
punkt. Die Parabel (7) känn keinen Doppclpunkt besitzen und die Curve 
(8) endlich hat »j{hj — i) Doppelpunkte im Unendlichen; fQr JJ^^o und 
u = a ist nur eine Entwicklung nach {11 — «) mOglich, die Änzahl der 
Doppclr und RQckkehrpunkte an dleser Stolle ist -m{m — 1), unter dieeen 

giebt 69 [m — i ) Rtlckkehrpunkte. Ebenso giebt es för U =0 und u = b 
nur eine Entwicklung von « nach Potenzen von U, unter den 

I („,_,)(„,_,) 

Doppel- und Röckkehrpunkten giebt es ni — 2 RQckkehrpunkte. Die 
Curven von (5) bis (8) sind vom Geschlecht NuU. ' 



S. Trinotnische Gleickungen. 

(>) r;- + fÅ<')"-' + U") = o- 

Im Unendlichen liegen m(in — 1) Doppelpunkte. Diejenigen Röck- 

' Es vurdo bei diescr Bestimmuog der Singalarii&t eiaes Pnnktes die Methode be- 
sntzt, weldie Herr Nöther Id den Gultiogcr Nachi iclitcn 1871 angcgebeD liat. 
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kehr- und Doppelpunkte, welche im Endlichen liegen und filr die 17^4= o 
ist, iiiQssen ausser obiger noch folgenden Gleichungen genögen: 

(2) mU + (m — i)f^{u) = o. 

(3) n{ii)U--' + Un) = o. 

Die Elimination von U aus (i) und (2) ergiebt: 

Aus (2) und (3) erhält man: 



(- 0'"-' ^"\.„.-r' /y"-'(^)/K") + /:.(") = o = Q{^)- 



Es ist daher: 

• dP{u) 



Q{u) 



U 



Der Werth w, welcher zu eineni Doppel punkt gehört, muss Wurzel 
von P{;ii) und von Q{u) sein, d. h. er ist mindestens zweifache Wurzel 
von P(w). Es ist somit nöthig zu bestimnien, wie viele Doppel- resp. 
Rtickkehrpunkte zu einer mehrfachen Wurzel von P{u) gehören. Hierzu 
wird folgende eindeutige Transformation eingefohrt: 

deren Fundamentalpunkte im Unendliclien liegen. 
Die transformirte Gleichung (i) heisst: 



(4) F" + . . . + (- ,Y-^S^!!L—i;^.fr\u).V' + r{u) = o. 



Wenn a = u^ gemeinsame Wurzel von P(w) und f[{tt) ist, so hat 
aucli- f^{u) diese Wurzel und U wird för u == u^ verschwinden. Hier 
sollen aber nur solche Doppelpunkte betrachtet werden, fttr welche [7=4=0 
ist; ftir diese ist dann auch f^{u) 4= o. Es sei u = u^ einejp-fache Wurzel 
von P(t^); wenn j) = 2p also eine gerade Zahl ist, so bertthren sich an 
åieser Stelle zwei Aste von (4) in p Punkten und bilden p Doppelpunkte. 



{ 
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Ist dagegen j) — 2/» + i, so giebt es an dieser Stelte nur einen Zweig, 
derselbe biidet einen Rtickkehrpunkt, dessen beide Seiten sich nocb in 
fl — 2 Punkten berOhren, so dass es p — 2 Doppelpunktc und einen 
Rtickkehrpunkt giebt. Da P{u) vom Grade 2in ist, so giebt es höchstens 
m DoppelpUnkte und dieses ist der Fall, wenn P(«) ein vollst&ndiges 
Quadrat iat. Eine gleiche Anzahl Doppelpunkte hat (1) selbst. 
Betrachtet man z. B. die Curve: 

W + A (« - a)(w - i) f/' + C(u — fl'J(M - i'){« - c')(« - (*')(« - e')(» - D = o. 

Diese erfullt die Beding&ngen (3) und {4} des Kriteriums auf Seite 
68. Im Uneiidlichen licgon 6 Doppelpunkte, fQr U = o giebt es keinen 
singularen Punkt, daher mllssen noch 3 Doppelpunkte fnr L'^ ^ o vor- 
handcn sein, d. h. 

muss ein voUstflndiges Quadrat sein, daniit die Curve das Geschlecht Eins 
hat. Hicrdurcli werden den lo CoefFicienten a , b ,a', . . . 3 Bedingungen 
auferlegt. 

■ Eine Gleichung 10'" Ordnung, welche den Bedingungen (3) und {4) 
gentlgt^ ist: 

V + A{u — «)(« — b)u' + c{u — a)\u — by{u — c-y = o. 

Im Unendlichen liegen 20 Doppelpunkte. Dem Punkte U ~ o und 
u = a entBpricbt eine Entwicklung nach (m — a), welche mit der Potenz 

(m — «)■* beginnt, dieselbe reprftsentirt 3 Doppel- und 3 RQckkehrpunkte, 
dasselbe ist fDr V = o und u =■ b der Fall. * Im Punkte U = o und 
u.= if\\e^'-ll 2 DtippeipUJiitté. Ftir'en3liche Werthe von 17, welche von 
"^uU versohiedtii siiul, nuisä es noch einen Doppelpunkt geben, damit die 
Curve vom Gtschloclit Eins sei. Vi\r dieden Fall ist: 

p{u) = (« - uYiu - by}^f,A>-a){u~b) + c{u~cyy 

Der Factor, welclier för tt = a und u = b nicht verschwindet, muss ein 
Quadrat sein. * 
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Wie in dem Werke von Briot • und Bouquet gezeigt wird, lassen 
sich die Coeflficienten nicht iinmer so bestimmen, dass die Bedingung ftlr 
P{u) erfQllt ist. 



C. Eine Gleichung achter Oi*dnung, 

welche die Bedingungen (3) und (4) erfollt, ist folgende: 

(i) U' + Ap{ti)U' + Bp\u)U' + Gp\u)r{ti) = o, 

p[u) = u^ 4- 2a^u + Äj, 
r{u) = u' + 2fi^u + p,, 

Im Unendlichen liegen 1 2 Doppelpunkte, för jede der beiden Wurzeln 
von ^(w) = o und fllr J7=o gibet es 2 Rcickkehr- und einen Doppelpunkt. 
Damit (i) vom Geschlecht Eins sei, muss es noch zwei singuläre Punkte 
geben. För diese beiden Punkte gelten ausser (i) noch die Bedingungs- 
gleichungen: 

(2) ^Xr + 2>Ap{u)U+ 2Bp\u) = o; 

(3) Ap\u)W + 2Bp'{u)p{u)V' + zCp'{u)p\u)r{u) + 6>/(«)»-'(«) = o. 
Wenn iC, und K^ die Wurzeln von 

bedeuten, so känn (2) in folgender Weise geschrieben werden: 

[U - K,p{u)lU — K.a>{u)\ = o. ■ 

Die Elimination von TI aus den 3 Gleichungen (i), (2) und (3) ergiebt: 

{K^ + ak; + BlQp\u)-{- Cp\u)r{i() = o = I\{u), (-',« 
{AK,' + 2BK;)p'{u)p\u) + V[3p'{u)r{i() + p{u)r'lu)]p\u) = o = Q,{u), 

^P,{u) = Q,{u) + (4/C + i ak: + 2BK;)p'{u)p\u). 
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In Folge der Definitionsgleichung fQr K^ verschwindet der Factor von 
p\ii')iy\u) in der letzten Gleichung. 

Jeder Werth u eines Doppelpunktes, filr welclien f/ =4= o ist, muss min- 
destens zweifaclie Wurzel von P{u) sein. 
Diirch die Substitution 

wird (i) in folgende Gleichung transformirt: 

v* + (4^-, + A)p{n)V' + (6A? + z^K + Ii)p\u)V' + I\{u) = o. 

Fftr eine zweifache Wurzel von P^(w), welche niclit Wurzel von p[u) ist, 
hat dann (i) einen Doppelpunkt. Der Factor von P^(w), welcher ver- 
schwinden känn, ohne dass dieses för p{u) der Fall ist, heisst: 

B,{u) = (/C + yl/C + BK,')p{n) + CV(^/.). 

Er ist vom zweiten Grade und muss daher ein vollständiges Quadrat sein. 

Bezeichnet man 

AV + AK' + BK,' 

mit C,, so wird Il,{ti): 

B,{h) = {C + C>^ + 2{Cp, + C,a,)u + {C% + 6>,) = {M^x + NJ)\ 
Die Bedingung ist daher: 

m + ^^^y = (<^' + ^:){^^ + ^-^-.o- 

Hiermit i§t gefunden, dass die Diflferentialgleichung (i) dann ein cin- 
deutiges Integral besitzt, wenn 

(4) c; = K^ + AK^ + BKJ (v-i,a.) 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 

(5) (a? - a,)(Jl~ (a, - 2«,y9, + ^.^CC^ + (/9? -/9,)C7 = o. 
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Man känn in folgender Weise dieses Resultat direct nachweisen. 
Durch die Substitution U = xp{u) wird (i) 

(6) p{u){x' + Ax' + Bx'] + Cr{u) = o = f. 

Durch Differentiation nach z erhält man: 

du 



[p\u){x' + Ax' + Bx') + Cr\u)] 



dz 



+ {4^' + 3^^ + 2B)p{u)x-£ =o = -£y 

W = 4rr» + 3^.T + 2B = a{x — K^{x — Ä',). 

Setzt man ferner: 

V = X* + Ax' + Bx\ 

dz 

SO erhftlt man för u , x und -5- folgende Gleichungen : 

(F+ C)u' + (2 Fa, + 2C/9,)« + {Va, + C^,) = o = /". 
(7) 2(F+C)« + (2Fa, + 2C^,)+ Trg=o. 

Durch Elimination von u ergiebt sich folgende Differentialgleichung 
far x: 

Die linke Seite hat in Folge der Gleichung (5) die Wurzeln 

F=C„ (v =1,2); 
{a] - a,){V- C\){V- C,) = 4(^ - K,y{x - K,y{^y. 

Die ganze rationale Function von x: 

V— C\ = x' + Ax' + Bx' — C\ 
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hat die Wurzel x -= K^ wegen der Bedingung (4), und zwar ist dieses 
eine doppelte Wurzel, da 



dx 



= 4^ + l^-f + 2^j: 



auch fQr x = K^ verschwindet. Es ist daher V — C^ durch (rr — K^'^ 
theilbar: 

^^^^, = :r' + (2/C + Å)x + {iK'^ + 2^A; + 5), 

da; 



Hier bedeutet i? (a;) eine ganze Function in x vom vierten Grade. 
Aus (7) erhält man schliesslich fttr w folgenden Werth: 



_ 2g,a;* + 2«,Ag' + 2g^ga;* + 2^^C + {\x^ + 3^j; + 2B)yjR[x) 
^ ~ 2»^ + 2Ax' + 2jB«' + 20 
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SUR UNE PROPRIÉTÉ DU SYSTÉME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

QUI DÉFINIT LA ROTATION 

D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE 



PAK 

SOPHIE KOWALEYSKI 

å STOCKHOLM. 



Dans mon mémoire Sur le probléme de la rotation cCun corps solide 
autour d'un point fixe ' j'ai dit que les équations différentielles ' 

■ ^ S = (^ - ^^*'" + ^"r" - 'of, % = rf - ?r". 
(O «§ = (^ - ^)'-^ + 'or - ^or", f =-- pr" - n, 



It 



^^ = (^ — b)m + x,Y — y,r, ^ = ^r —Pr'' 

auxquelles se rarnéne le probléme considéré, n^admettent point en gene- 
ral de systéme d^intégrales uniformes, renfennant cinq constantes arbi- 
traires et joufssant de la propriété de n'avoir que des pöles dans toute 
rétendue du plan de la variable t. 



VActa mathematica, T. 12. 

' Pour cause de briévete jVcrirai toujours dans le prdsent mémoire x^,y^,z^- ku lieu 
de Mgx^ , Mq'»^ ^, Mgz^^. ^q »y^ » ^q ddsignent donc les coordoDnées dii centre de gravité du 
corps so)j^, multipliées par 1» masse de ce corps et par rinteDsité de la force de gravité. 

Aetm muithfmmUem, H. Imprimé le 3C novembre 1889. \l 
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Si tel était le cas il faudrait en effet pouvoir intégrer les équations 
diflférentielles (i) par des series de la forme 



p = t 'T„p„r, 



r=^t-'Tjj', 



(^) 



g^t-%„qj-, 



CO 



■' = t-'T,ffj\ 



^r'Z,r,r, 



jf 



t-^Tjj', 



ces series devant étre uniformément convergentes dans un certain do- ^ 
maine et devant contenir en outre cinq constantes arbitraires. Mais, comme 
je Vax fait voir dans mon mémoire cité, pour w «= 1,2,... les coeflPi- 
cients Pn 9 Qn y '^n f fn 9 ffn ^ K ^^^^8 '^s séfies (2) sont définis par le systéme 
d'équations linéaires suivantes 

(w — I ) Ap^ — Al {q^r, + r^g^) + z^f/n — ^0*, = P, » 
(« — i)»g, — Bi{roPn + Po»-,) + x^h — Ä,/; = Ö». 



(3) 



(n*— i)Cr„ — C,{p^q„ + q^p„) + yj„ — x^g, = K> 

{n — 2)/; — ro«7. — «7o»» + ?o*« + h9n = K^ 

(n — 2)ff„ — PoK — h,p, + rofn + ^r, = (7„ 

(« — 2)A„ — qj„ — f^q, + p^g^ + <7op. = //, , 

ou les P„ . . . H„ désign^nt des fonctions entiéres des coefficients p„ . . . h 
tels que vi < n. 

Pour n = ö on a le systéme d'équation8 suivantes 

(4) — % = ■B,»-ol'o + z/o —^oK' — 

— (^\ = ^\Po9,, + a7o</« — y,/o» — 

J'ai montré dans mon mémoire cité que, sauf pour trois cas spéciaux, 
il ny a qu'un nonibre fini de systémes de valeurs de p^ , g^ , r^ , /o , .9o ' ^ 
qui satisfont aux équations (4). 



2/Ö - r^ffo r 


- 9Ay 


2^. =PA- 


- »«/ö» 


2Ä0 = 9 Jo - 


- Po^o- 
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Pour chacun de ces systémes les valeurs * de tous leg coe£Ficients 
J9, . . • A, 8ont completement déterminées par les équations linéaires (3), 
ä inoins quc le déterminant de ces équations ne soit nul pour certaines 
valeurs entiéres positives de ». Cest donc ce déterminant que je vais 
maintenant calculer. 

Je dois de nouveau, comme je Fai fait dans mon mémoire cité, 
distinguer deux cas. 

Premier cas. Les quantités reelles positives A y B y C sont telles 
qu^aucune des différences 

A,=B — C, É^=C—Ä, G^=Ä — B 

n^est nuUe. Dans ce cas j'ai montré dans mon mémoire que les équa- 
tions (4) ne peuvent étre satisfaites que par le systéme suivant de va- 
leurs de PoyQoyr^ffo^ffoy K- 
Si Ton pose 



./2A + Å , , /2B + Å , /2C + Å 

(en définissant le signe de chacUne de ces racines d'une maniére arbitraire) 
on doit avoir 

Po = ^^ ' 

9o = ^^y 
r^ = — ab. ^ 

En posant ensuite 

fl = Ax,p^ + By,q, + Gz^r^, 

m 

on trouve 

^0 = — B.r^Po- ■-= {2B + ^)9o - » 

la quantité X désignant une racine quelconque de Téquation algébrique 
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(Cettä équation, inise sous une forme rationnelle, est du 8°" degré par 
rapport a Å lorBcjue les constantes A,B,C,x^,y^,e^ gont indépenduntes les 
uncs des autres.) 

Pour plus de facilité dans les calculs j'écris 2X au lieu de X. Oii 
a alors, en posaiit 



A + X 






2bc, /; = 



(5) 



ffo 



Po = 

q^ = 2ca, 
fj = — 2ab, 
k étant une racine de l'cquation algébrique 






, 2i., 4iiC + å) 



+ ..(c+..,^d^V-^-°- 



Pour cftlculer le déterminant des équatJons (3) je vais tächer de résoudre 
cea équations sous la supposition que P, = y, = Ä^ = F^ = (r„ =. //, = o. 
Je pose 



(6) 






d'ou i 


1 résulte 


^^ ÅBu,-t.A + B)«, + «, 
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Je pose en plus 



(7) 



^3 =/oy«— /7oP-.- 



Les trois premiéres dus équations (3) se réduisent alors ä . 

• (« — 2)/; — Uff„ + goK = Vi,> 

— 9Jn + Po9n + [n— 2)h„ = v^. 
Si je pose n — 2 = m, le déterminant de ce.systéme d^équations est egal a 



m 



i\ 



— U 9i 



m 



1\ 



~lh 



m 



= m{m^ + pl + ^0 + ''o) = ^'K''*'^ — 4) = n{n — 2){n — 4). . 
En supposant donc que n n^est pas egal ni a 2, ni a 4, on trouve 
. «(n — 2)(» — 4)/; = (»»» + pl)v^ + {p^q^ + H/z-o) j'j + (por, — m^o)*^. 

= (n — 4) ^ ;), [(^m — 2 A) «, — (mj + 2) w,]. 
En divisant par (n — 4) il vient donc 

2Å 

n{n — 2)f, = -p^{Amu^ — 2Am, — nu,), 
(8) n{n — 2)g„ = ?- q^{Bmu^ — 2Am, — nu,), 

/ 

2Å 

n{n — 2)h^ =. — r^(C'm<(j — ^ 2AWj — nu^). 

fl 

Prenons maintenant les trois premiéres des équations (3) 



(9) 



(n — \)Ap, — ^,(^o»« + nO = yo*« — '2'oi'», 
(n— 1)53-, — B,(ro/>„ + iJoO = 4fo/; — a;oÄ,, 
(« _ i)6V, —C\{p^q, + y„2>„) = To«7, — ?/o/;. 
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1 

iii 



=Ii 



p I 



\ 



■■\ 



I 



■ 



V' 

■! 
I 



En les multipliant respectivement par p^jQ^, r^ et en les additionant on 
trouve 



(lO) 



(n — i)m, + TA^q^f^p, = ^oi>^{ro9n — «'«*«)• 



(Les signes Z) impliquent une sommatioD respectivement aux trois quan< 
tités syinmétriqueg ABO , A^B^C^ , p^q^r^ ou x^y^z^). Maig 

YA^q^r^p, = — 2Y{A + X)poP, = — 2(m, + A«,), 
n{n — 2)(ro«7, — ^,'0 = - »*o9o^i*»"i» m = n—2, 
par conséquent, vu que Jlx^A^g^r^ = — /£, 



n 



^^o{U9n — 9oK) = — SAfij. 



L'équation (lo) se réduit donc a la sui vante 

n[{n — i)Wj — 2{u^ + AWj)} = — 2Xu^ 



ou 



(") 



n{n — 3)ttj — 2(n — i)AWj = o. 



De méme, en multipliant les deux cötés de chacune des équations (9) 
respectivement par Ap^ , 7?^^^ , Cr^ et en les additionnant on trouve 



(12) 

Mais 



(» — i)m, + TAAiq^r^Pn = Txo{Cr^g» — Bq^K). 



YAA^q^r^p, = — 2Y.A{A + XjPoP. = — 2(Au, + u,), 

2X 
n{n— 2){Cug^ — BgoK) = - Air^qo{2ÅUi + w«,), 

n{n — 2)Hxo{Cr^^ — Bg^K) = — 2Å{2ÅUi + nu^). 
L'équation (12) se réduit donc a la suivante 



n{n — 2){(w — 3)w, — 2Åu^] = — /^Å\ — 2Xnu^ 



ou bien 

(13) 



n{n — 2)(n — i)u^ — 2«(n — i)Åu^ + 4A\ = o. 



I 
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En combinant les cquations (12) et (13) on trouve 

4A»tt, = n(n — 3)m„ 
2Attj = (n — 1)^3. 

En portant ces valeurs de u^ et de u^ dans les équations (8) on trouve 

(H) ^-=^{(«-3)B-4>j«„ 

Posons maintenant 

(15) k^ = A + B + C, k^^ BC + CA + AB, k^ = ABC, 

multiplions chacune des équations (9) respectivement par BCp^ , CAq^, 
ABr^ et faisons-en la somme 

(16) k^{n — i)w, — Y{ABC^ + ACBi)qQroP^ = Tx^{ABroff^ — ACq^h^). 

Mais on a 

TiABC, + ACB,)q,up, = 2YA{A + X){B + C — A)p,p, 
= 2[— 2Ä-,Wj + (2Ä;, + AÄ-,)«^, — {k^ + 2A)W3], 

par conséquent 

k^{n — i)u, —^{ABC, + ACB,)qoroPn 
= in + 3)k^u, — 2{2k, + Åk,)u^ + 2(&o + 2X)ii^ 

ou bien, en portant dans cette équation les valeurs de u^ et de u^ ex- 
priinées en u,, on a ' 



k,{n — i)», — Y:{ABC^ + ACB,)q,r,p, 
= ä{«'^"« — "(9*. + 8A&, + 4A\) + 4^(2*, + 3A^^, + 4A')}. 
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D'un autre c6té on trouve 



ABr,g, - ACgX = ^;§ {(« - 2>)Å{B +C)A,- ^XÄA, ) 

= -^g(^ + A){(« - 3)A{B +G)- ^\A\ 
§!(« - 3)^-, - [(« - 3)(A. + ;^-o) - 4A']^ + (« + ^)XA'\ 



On a 



^^^o2'o = )" 



2^^«?^ = 



2Å 



Posons encore 



On a trouve alors 



Txo{ABrog„ — ACq^) 



2Å* 






2i* 



— n{k, + 2k,X + 2/:,r) + 3*, + ek.X+ek.X' + 8A'+ 2(n+ i);.'^ 

/ 



En portant ces valeurs dans Téquation (i6) on trouve 

(n — i)Ä-jWi — Y{ABG, + ACB,)qoroPn — Yx^[ABi\g^ — ACqJi^) 



n. 



4^' 



n%— n{7k, + 4k^X) — 6Å;, — 4Ä-,A — 4(n + i);i«/^ 



t£ 



=5(«+.) 



n(» — i)Ä;' — 6k^ — 4^:^^ — 4A 



2/^, 



= ö. 



Par la maniére méme dont nous sommes arrivés a cette expression, il 
est clair que le facteur dé W3, multiplié par n(n — 2)(n — 4), est le 
déterininant du systéme d'équations (3) 

A = (tt + i)n(« — 2)(« — 4)(«(» — i)*, — 6k' — 4*,A — 4^*'-^)- 

Uéquation A = o n'ayant pour aucun systéme de valeurs des constantes 
AjByC^x^^y^jZ^ cinq de ses racines égaler; a des nombres entiers positifs, il 
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en suit que, tant que les quantités ^^ , B^ , C\ sont toutes trois diflferentes 
de zéro les series (2) ne peuvent jamais contenir le nombre nécessaire 
de constantes arbitraires pour représenter le systéme general des intégrales 
des équations difFérentielles (i). Les intégrales générales de ces équations 
ne peuvent done pas étre des fonctions uniformes du temps n'ayant que 
des p61es dans chaque domaine fini de la variable t. 

.Considérons maintenant le second cas, et supposons que Ton ait A = B. 
Posons: 

A, = A — C= —B^, C^ =0. 
v =p — qi, y9 = r^fi^ 

Vu que Ton peut toujours dans ce cas choisir les axes des coordon- 
nées de maniére que y^ = o, les équations différentielles du probléme 
peuvent 8'écrire . sous la forme suivante 



^dt *-^i**^ ^ '^^^0^ ^0^")' 


d/9 

dt 


ikr^-vf) 


^I = -t'(«-A 


df 
dt 


• 

2 («y^ ^^)' 


Si Ton pose 


m 





CO 00 

o o 

00 00 

O O * 

ao 00 

% = Po + 9oi> «o = /"o + ^0'*' 
«'o =Po— ^0*' Ä = /i — ffo^' 

Dans mon mémoire cité (page 182) j'ai montré que dans le cas oii A = B 
les équations auxquels doivent satisfaire les six quantitési ^^^^ , g^ , r^, , /^, 
(f^ , h^ adinettent deux systémes de solutions. 

Aetit mathfmdtfea. 14. Imprlmé le 29 novembro 1889. |2 
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Dans le premier de ces deux systéracs on a 

^0 ~ ^^A — 2Cx,' '« ~ «/ 

r, = 2si, /«, = o. 

Supposons e = I, oTi H alors 

«o = O' «« = °' 

r, = 2j, Ä„ = o. 

Pour chaque valeur entiére positive de n, les six quantités «, , t>, , r, 
("■n y Pm K doivent satisfaire au systéme d'équations linéaires suivant 

(n — i)Au„ + iÄ,{i\u^ + Horn) — z^ia, + ix^K = U„ 
(« — i)Av,— iA^{r^v„ + «or„) + zjfi^ — i^oK = '^.. 

{n-i)Cr„ +^''(a„_^J = /j,, 

(« — 2)a„ + ro/a„ — »Mo*» + »'»o*'» — *'*o»<. = ^t,, 

(w — 2)p„ — r^i^n + ivji„ — i/9or, + lÄot', = ©„, 

• • • • 

(n — 2) /<„ — ^ /'o «,. + ^ «o/^» — J «o v„ + ^ /9o «<„ = Ä^, . 

Les quantités U„ . . . H„ désignent des fonctions entiéres des coefficients 
«m , v„. , r„ , a„ , /9„ , h„ pour lesquels m <n. 

Si Ton porte dftns ces équations les valeurs précédeininent trouvées 
de u^ , v^ , r^ , a, , y?, , /*,, elles se siinplifient sensiblement et deviennent 

[(w — 3)^ + 2C']«, + ixjt.„ = U„, 

m 

[()i + i)A~ 2C]v„ — iAiVy„ + iz„lS„ — ir^hn = V„, 
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(« — 4)a, = 9l„ 

• • 

{n — 2)//„ — %o«» + ll^ofK = ^^.. 

Le déterminant D de ces derniéres équations peut sans difficulté étre 
calculé directement. On a 



{n—3)Ä + 2C 



o 



o 



iX. 



D = {n — 4)(nyl + A—2C) 



o 



o 



ije„ 



(«_ i)C — !^ 



:;Ä 



O 
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V^t 



O ^^ — 2 



= (n — 4)(n^ + ^ — 2C)D^, 







(n i) C 


2 


■ 


3)A + 261 


-^Ä 


n 


v^i 










n — 2 







^'•^0 




• 


(m i) c /?»- 

^ ' 2 









-^ 


C 


^oi 





= («(n - ,)C' + J ä) ((» - 2)[(« - 3)^ + 261 + J ä) 

= (n + i)(n — 2)(« — 3)C{nA — 2 J + 2O). 
Par conséquent 

I) = (» + i)(m _ 2)(« — 3)(m — 4)C{nA + A— 2C){nA — 2A + 26") 
Afin que cinq des racines de Téquation 



D = o 
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soicnt des nombres cntiers positifs, il faudrait que les quantités 

__i et 2-- 

soicnt toutes Ics deux des nombres entiers positifs; mais ceci nest evideni- 
ment pas possible. 

Seulement dans le cas 2C ^= A Tune de coe quantités est égale ä o, 
Ta ut re a i. 

Dans ce cas-la on a, en faisant abstraction d'un facteur constant, 

D == (n + i)w(n — i)(n — 2)(n — 3)(n — 4). 

Mais en regardant les formules précédentes ont voit que t;^^ = co si 
-4 = 2C, a moins que Ton nait en méme temps z^ = o. Dans ce cas 
Vq reste indéterminé. Ce cas, oii A = Ii = 2C ^ x^ =i^ o j z^ = o^ est juste- 
ment celui que j'ai étudié dans mon inémoire précité. 

Le deuxiénie systeme de valeurs qui peuvent satisfaire aux équa- 
tions qui definissent les six quantités Pq 9 Qq 9 r^ 9 f^ , g^ ^ \ dans le cas de 
A = B^ est le suivant (voir mon mémoire cité) 

^ 2A 

Po =0, fo = — 



«o— ^0 



Qo = 2^, g, = o, 

ou, pour simplifier, j'ai écrit i seulement au lieu de ei (e' =0- ^^ 
portant ces valeurs dans les équations*'(6), on voit qu'elles se divisent en 
deux groupes 

A{n — i)p^ — 2A,i}\ + ^^gn = ^«, 

C{n— i)r, — Xogn = ^», ' 

ifoPn + forn -h (w — 2)g„ = G^y 
et 

A{n — i)q^ — z^f^ + x^K = ö,, 

— /i^n — 2ifn + (w — 2)A„ = //„, 

— '/uVh + {n — 2)f, + 2ih, = 7'V 
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dont le premier ne contient que les trois quantités p,^ , r„ , z/^, tandis que 
le second ne contient que les quantités (/n^fnjK* En calculant les dé- 
terniinants de chacuii de ces deux groupes d^équations a part, on trouve 
que le premier est donné par Téquation 



O '^O 



tandis que le second a la valeur 

D^ = A{n+ i){n — 2){n — 4). 

Vu que toutes les constantes A , B j C ^ x^ , js^ sont reelles, on voit facile- 
ment que Téquation en n 

ne pcut avoir cinq racines égales a des nonibres entiers positifs que 

dans Tun des deux cas 

A = 0= Ii 

ou bien 

j:^ = o, A = Ii. 

Resumé: on voit donc que la condition nécessaire pour que les series 
(2) puissent représenter les intégrales générales du systéme d'équations 
différentielles (i), n'est remplie que si les constante& A y B y C ^x^ ^y^j z^ 
satisfont ä Tune des quatre conditions sui vantes: 

(1). A = B=C\ 

(2) - 00^ •--- y,=z,= o, 

(3) A = By x^ =y^=Oy 

(4) A = B= 2Cy z, = o. 
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MESURE DE LA COURBURE DES SURFACES 
SUIVANT L'IDÉE COMMUNE.' 

SES RAPPORTS AVEC LES MESURES DE COURBURE 

GAUSSIENNE ET MOYENNE 

PAU 

T. CASORATI 

u PAVIE. 

Dana 1'histoire des mathématiques la page qui se rapporte a Tidée 
et a la niesure de la courbure des surfaces est une de celles qui doivent, 
ce me semble, étonner plut6t que satisfaire les amis de cette science. Car 
on y apprend que, nonobstant la découverte des lois tres simples qui 
réjjisseut les courbures des lignes autour d'un point dans une surface et 
les noinbreuses recherches qui s'y rattnchent, Tidée de la courbure de la 
surface elle-méme dans le point n'a jamais été suffisamment étudiée. En 
effet, Ton ne voit paraitre aucune maniere satisfaisante de mesurer une 
telle courbure jusqua la publication du celebre Mémoire Disqumtiones 
(/enerales circa superficies curvas,^ et apres cette publication on voit la 
plupart des géométres se contenter des notions qui y sont données, comme 
si le dernier mot sur la courbure avait été prononcé. 



^ Lc8 pagcs suivantcs sont la traduction d udc Notc pnruc dans les Rcndiconti 
deir Is ti tu to L om bar do (aiindo 1S89), rcfondue et aceompagDée de reflexions que 
1 autcur a désiré ajouter par suitc de 1 intérét qu ont pris Ii cette Notc beaucoup de savants 
illustres, notauiment MM. Beltkami, BoussiNESq, Schiaparelli et Schläfli. 

' Dans le vol. 6 des Comuient. sotietaiis regiac scientiarum Gottingensis recent. 
(Göttingen 1 828), Gauss' Werke, Vierter Band. 

Aeta mathwmatiea, 14. Imprimé le 4 mars 189U. 
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Laissant de cöté Tidée des contacts et prenant en considération le 
rapport entré Taire d*une calotte infinUésimale, c*est a diro, d*un fragment 
infiniment petit de la surface, entourant le point auquel on veut rap- 
porter la mesure de la courbure, et Taire d'une irnage de cette calotte, 
construitc d'une certaine rnaniére a laide des normales a la surface, 
Gauss ouvrit une voie qui conduit, comme on le verra dans cette Note, 
tres facilement a la solution, peut-étre la meilleure possible, de la question 
envisagée au point de vue ordinaire ou méme vulgaire si Ton veut. 

Mais, quant a la mesure de courbure qui a été fixée par le grand 
géométre, bien quelle parait avoir satisfait la plupart des mathématiciens 
jusqu'a present, elle ne saurait satisfaire les hommes en general; car,.dans 
des Qas assez ordinaires, elle ne s accorde pas avec Tidée que tout homme, 
ayant ou non des connaissances spéciales de mathématiques, con9oit d'une 
maniere plus ou moins vague et pourrait exprimer par les möts courhire 
d'une surface dans un point Malgré cela, la mesure Gaussienne a une 
grande importance, principalement par suite de sa propriété de* rester in- 
variable pour tout changement de forme qu'une surface peut subir sans 
que les longueurs de ses lignes en soient altérées. Il est superflu de rap- 
peler que la maniere d'envisager les surfaces expliquée dans Tarticle 13 
des Disquisitinnes a provoqué une serie de nouvelles recherches tres inte- 
ressantes et dont Tétendue va toujours en augmentant. En poursuivant 
les belles conséquences de rinvariabilité qu*il venait de découvrir, Gaurs 
n'avait pas Toccasion de chcrcher une mesure de la courbure des surfaces 
envisagées de la maniere ordinaire, c'est a dire comme limites des solides, 
ayant une forme unique et invariable. S'il s était proposé ce dernier but, 
il aurait voulu Tatteindre en se conformant, je crois, a IMdée commune. 

Le désaccord entré Tidée ordinaire de courbure et la mesure Gaus- 
sienne devient, pour ainsi dire, palpable dans le cas des surfaces dévelop- 
pables sur le plan. Gar, dans ce cas, Timage sphérique* de la calotte se 
réduit a une seule dimension, et par conséquent, le numérateur du rapport 

Aire de 1'iinage 



Aire de la calotte 



' Que Dous appellerons Gaussienne, suivant 1 usage, bien quelle ait été étudiéc uvant 
Gauss. 
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étant nul, le rapport méme et sa limite sont nuls aussi. Un géométre peu 
soigneux pourrait donc dire, par exeinple, que les surfaces cylindriques 
nont pas de courbure, tandis qup tout le monde croit qu'elles sont courbes, 
coinme on apprend a les eonsidérer et a les nommer des les premiers pas 
dans la vie et dans Técole. Panni les innombrables lignes que Ton peiit 
concevoir issues d'un point sur la surfaoe d'un cylindre, deiix seules, a 
savoir les deux parties de la génératriee, ne sont pas courbes. Nier, a 
cause de ces doux lignes seules, la eourbure de Tensemble de toutes les 
autres, cela doit paraitre injuste a quiconque ne "se met pns au point dfe 
vue de Gauss. 

Poussé par le désir d'établir une mesure de la courbure qui s'ac- 
cordtVt dans tous les oas possiblos avec Tidce générale, je remarquais tout 
d'abord que c'était a cause de Valfération azimtifale, si une telle expres- 
sion m*est permise, que Tiinage Gaussienne ne correspond pas, quantifative' 
me^it, d'une maniere satisfaisante a cette idée, et méme en est une con- 
tradiction dans le cas des surfaces développables. Je vais m'expliquer 
d'une fa^on plus claire. Soit O le point de la surfaco, auquel la cour- 
bure se rapporto, et soient 

n lignes ou rayons vectours tracés du point O jusqu'au contour de la 
calotte, isoffonalemenf, a savoir, de maniere que les angles 

soient égaux entré eux. I.es lignes correspoiidantes 

(yp[ , 07>: fyr: 

dans Vimage Gaussienne ne résuUent pas distribuées de meme isofjonale^ 
ment autour de O'; et cette alférafion azinmtah peut devemr tres forfe; 
tellement que, si la courbure dé Tune dos deux sections normales prin- 
cipales tend a s*évanouir, toutes les lignes * 

ot; , ot; , . . . , (yr: 

tendent a se diriger suivant une direction unique, qui est celle de Timage 
sphérique de Vautre section principale, on donnant par la- naissance a 
cas d'une seule dimension pour Timage de la calotte. 

Ada mäthematiea. 14. Imprlmé le 27 mars 1890. 13 
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Il m'a paru que, voulant faire servir le rapport 

Aire de Fimage 
A i re de la calotte 

a la mesure de la courbure suivant Tidée cominuhe, il était convenable 
de construire Tiinage de luaniére que, a la distribution isogonale des 
rayoris vecteurs OP^ , OF^ , . . . , elans la calotte, correspondit aussi une 
distribution isogonale dans Tiuiage; en faisant, bien entendu, les rayons 
vecteurs de Tiinage plUs ou moins longs relativenient aux rayons, tous 
égaux entré eux, de la calotte, suivant que la calotte se courbe plus ou 
nioins dans les directions rcspectives de ces rayons. Si dans la construc- 
tion des rayons vecteurs de Timage on créait quelque autre inégalité, 
on donnerait, ce me senible, une prépondérance arbitraire a certaines di- 
rections panni toutes celles qui émaneyt du point. 

Voici donc de quelle maniére je propöse de mesurer la courbure 
d*une surface en un point, conformément a Tidée commune, dans les cas 
ou il existe- autour du point un fragment de la surface ayant partout 
un plan tangent. 



I. 

Soit toujours O le point de la surface auquel on rapporte la courbure. 
Supposons qu'un til de longueur infiniment petite a ait Tune de ses ex- 
trémitcs fixée au point O, et tourne -en restant tendu sur la surface. Ce 
fil décrira un cercle géodésique qui sera notre calotte. Je prends Taire 
de ce cercle comme dénominateur du rapport dont la limite, *si elle 

existe, sera notre mesure de la courbure en O. 

Po ur numérateur je prends Taire de Timage du cercle 
construite, non a la maniére de Gauss, mais comme il suit. 
Sur chaque position OP du fil a](t prends OQ d'une longueur 
égale a la mesure de Tangle infiniment petit que la normale 
a la surface en P fait avec la normale en O. 

L'aire de la figure formée par cette infinité de rayons 
géodésiques, issues du point O suivant tons les azimuts dans 
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la calotte, me paralt offrir une mesure assez naturelie et simple de Ten- 
semble des angles que les normales a la surface, élevées sur le contour 
du cercle, font avec la normale centrale. Il va sans dire que nous 
regardons chacun de ces angles comme la mesure la plus naturelle de 
rincurvation de la surface le long du rayon OF qui y correspond. 



II. 

Nous allons maintenant traduire en formule analytique la definition 
qui vient d'étre donnée. 

En désignant par C notre mesure de courbure, et par a Tangle 
compris entré le rayon OP, regardé comme étant dans le plan tangent 
en O, et une direction fixée dans ce plan; nous pourrons écrire, d'aprés 
Texpression bien connue d'une aire en coordonnées polaires: 

i \ ■Ögt^ da 
/v ^, Aire de Timage t) 



Aire du cercle ^^ 



n 



- OP^^.da 



ou les rapports sont censés pris d la limite. 

Le dénominateur de ce rapport peut sexprimer par jrtr^j puisquela 
longueur de OP, a savoir (t, a eté supposée constante par rapport a a. 

Quant au numérateur, en admettant que les formules ordinaires de 
la théorie des surfaces s'appliquent a notre calotte, on trouve facilement 
pour lui aussi une expression bien simple et qui est tres importante. 

En effet, rapportons la surface ä trois axes cartésiens orthogonaux. 
Soieht x,y,z les coordonnées du point O, et x -}- dx^ etc. celles du 
point P. Et, en adoptant une notation habituelle, posons: 

(Iz = pdx + qdi/y dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy. 
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Les cosinus des angles que les normales a la surface en O et en P font 
avec les axes s'expriment par 

V ' q —I 



\/l''~+ (/* + I ' yjp' + 2* + I ' vV' + q' + i' 

p + dp q + dq 



\(v + <W+J<i + 'fqY + ' \'(r + 'W + (q + 'k)" + ^ 



— » 



V(^' + di^y + iq + dqY + I 

Mais, ])()ur plus de siniplicité, nous prendrons la normale en O pour Taxe 
des Zy et la t^ngente en O a Tune des seetions normales ])rincipales pour 
Taxe des x. D'apres eela, nous avons: 

X =^ y = z = o, ^; = y == o, s = Oy 

(Ip == rdx^ dq = tdij. 

Et, puisque r et t mesurent, comme on sait, les courhures (des seetions 
normales) imnciimles^ au point O, nous éerivons aussi 

De plus, en supposant que la direetion initiale a = o soit eelle de Taxe 
Oxy on pour ra poser: 

dx = OFvosa = /reosa, dy =:= OPsina*= ö"sina, 

dj) = /vreosa, dq = ta sm a. 

JVIaintenant Tangle des deux normales en O ^t en P West autre ehose 
que Tanglc de la normale en P avee Taxe des ^, dont le eosinus s^ex- 
prime par: 

+ ^--^ 

" ^Jiip' + dq' + I 

et le sinus par: 



. y/dp^ + dq"* <T\r*C03'a + ^*sin'« 

V I — CO.S* = 



yfdp' + dq* + I yl + <^V cos*a + f sinVi) 

11 s'ensuit qu'en négligeant les infiniment petits dont Tordre est supériciir 



y 
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a celui de a, la mesure de Tangle infinitésiinal qiie la normale en P 
fait avec la nonnale en O, c'est a dire, la longueur de OQ, sera ex- 
primce par: 

/ \ - y.^k , « /co8*« , 8in'a 

(2) OQ ^ (Ty^'r'co^\jL + i'Hui''a =^V-«i- + -ff^- 

Le numérateur du rapport (1) 8'exprimera done par la formule: 






fl "«■ . 

t/ «. 

O () 



a^ I /cos^a . sin* a 




^'a=^- / (-7^|" + ~77j~)^'^' 



et le rapport méine par: 



'Jtt 



/v X, I r /cos^a , sin*a\ , 

(3) ■ ^ = 5^ j (-;«!-+ "ierr"' 

o 

ou, en cffectuant Tintégration, par: 

Ce resultat, par lequel la courbure C se rattache d'une maniére si 
simple aux grandeurs JR^ , JR^ habituellement employées et jouant un röle 
vraiment essentiel dans la théorie des surfaces, confirme, ce mé semble, 
Topportunité de la nouvelle definition.^ 



111. 

Les mesures de courbure de surface dont Tusage s'est établi dans 
la Science et qui y jouent a present un r61e important, sont: la mesure 
Gaiissienne^ dont nous avons parlé, et que nous désignerons par G; et 

* Pour abréger et suivant Tusage. re9u, nous avoDS dit et nous dirons souvent cour- 
bure au lieu de mesure de courbure. 
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celle qui a été proposéc par Sophie Gekmain ' sous la dénomination de 
courbure moyenne, et que nous désignerons par M. 

La présence de ces trois mesures G, Mj C nous porte a faire quel- 
ques cornparaisons et reflexions a leur égard. 

Ces quantités sexprimant en termes de • 

I i 
par les forniules 

(5) ^ = i(i + Jc)' ''■ = 7p;' '-■'iiw. + rr} 

on voit que nos mesures de courbure de surface sont les fonctions syiné- 
triques les plus simples possibles des mesures des courbures linéaires 
principales. 

Chacune d'elles peut s'exprimer par les deux autres en vérta de 
Téquation: 

(6) ir = ^', 

tandis qu'il n'y a pas (Véquation entré deux seules. 

En valeur absolue, la courbure G est la moyenne géométrique pendant 
que C est la moyenne arithmétique des carrés des deux courbures principales. 

lyégalité de ces carrés entrainant celle des movennes, on a: 



dans les ombilics, et: 






C = — G — ^ 



partout oii M = o. 

Pour les surfaces a courbure uniforme de la Géométrie elémentaire, 

c'est a dire, pour le plan, le cylindre circulaire . et la sphére, la mesure 

C offre graduellement les valeurs: 

I i 

pendant que G retient la valeur zéro pour le cylindre. 

* Dans le Mémoire sur la courbure des surfaces, publié dans le t. 7 du Jo ur Dal 
de Crellk (Berlin, 1831). 




i 
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IV. 

On peut se demander: N'est-il pas trop d'introduire dans la Science 
plusieurs mesures pour la courburc d^une surface en un point? N'est'il pas 
possiblc d'en trouver une qui niérite la préférence et qui puisse, a elle 
seule, satisfaire a tout besoin? 

La présence de deux mesures de courbure dans la thcorie des lignes 
courbes peut bien a elle seule nous disposer a cröire utile la pluralité 
des mesures pour la courbure des surfaces. Mais dans la nature meme 
des surfaces on trouve facileinent des raisons plus concluantes. 

La voussure, pour ainsi dire, d'une surface en un point ou, ce qui 
revient au méme, Tensemble des courbures des lignes que Ton peut con- 
cevoir tracées sur la surface et émanant de ce point, dépend (dans les 
suppositions ordinaires de la théorie des surfaces) a un degré egal de 
deux elements indépendants entré eux, que nous pouvons supposer étre 
les courbures linéaires principales 

I I 

Par conséquent, si Ton veut établir un systéme de quantités nécessaires 
et suffisantes pour individualiser et représenter complétement dans nos 
recherches cette voussure ou forme de la surface en un point, quantités 
que Ton peut nommer mesures de la courbure de la surface, il faut 
prendre, non pas une seule, mais deux fonctions de ces elements indé- 
pendants. Dans ce but il parait assez naturel de choisir deux fonctions 
simples et symétriques des dites courbures linéaires; soit deux d'entre les 
fonctions 

La raison qui vient d'étre exposée en faveur de la pluralité des 
courbures de surface, pourrait cependant provoquer une dispute que nous 
voudrions pouvoir écarter. Deux quantités paraissant sufiire pour repré- 
senter le röle que peut jouer la forme d'une surface en un point dans 
les questions de la Géométrie et de la Philosophie naturelle, on pourrait 
étre tenté de ne prendre en considération que deux d'entre les fonctions 
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G j M j C; en décorant ces deux seiiles du nom de memre de courbure et 
en ensevelissant Tautre dans Toubli. Or, refuser de prendre en considéra- 
tion une quantité qui se présente aussi naturellement dans la science que 
chacune des trois G , M , C, ce serait, a notre avis, un acte arbitraire, 
qui n'aurait d'autrés suites que de nous dérober les conclusions intéres- 
santes auxquelles la considération de la quantité pourrait inener. Quant 
fl la pure question des noms, nous ferons remarquor qu'elle n'a rien 
dessentiel. 

Dans ses L€(;cms siir la théorie générale des mrfaces, M. Dakboux dit 
a propos de G et M\^ »On a écrit des Mémoires pour chercher laquelle 
de ces deux quantités doit servir de mesure a la courbure de la surface 

« 

en un point donné. Les géométres qui ont traité ce sujet ne se sont 
pas aper9us qu ils renouvelaient, sous d'autres espéces, la celebre question 
dos forces vives, ...» 

Et nous, nous dirons: de méme que le débat entré les Cartésiens 
et Leibniz n^expriniait, au fond, que le besoin qu'on cprouvait d^avoir 
deux noms pour distinguer Tune de Tautre et affirmer Timportance des 
deux quantités pour chacune desquelles les antagonistos réclamaient la 
dénomination de force vive, de méme nöus croyons qii'il n'y a, a present, 
d'autre chose a faire, par rapport a (? , ilf , C, que de les distinguer par 
des dénominations commodes, et de 8'en servir a Toccasion, sans se donner 
la peine de supprimer ou dégrader Tune ou Tautre. 

Il va sans dire que, pour simplifier les formules, il sera toujours 
permis de faire disparaitre celle. que Ton voudra des trois fonctions, a 
Taide de la relation 2Jf^=G^+C. Mais en Géométrie, comme en Mé- 
canique et Physique mathématique, il faut laisser chacune d'elles jouer 
le röle qui lui est propre, et qui doit peu a peu se faire valoir avec nos 
progrés dans ces sciences. Si a Tégard de G et M on connnit déja 
nombre de resultats tres intéressants, il serait arbitraire de nier d'avance 
que la considération de C ne puisse mener a des resultats pareillement 
importantfl.' • 

^ Beuxiéme partie, pag. 3^5* 

' Noufl verroDS ailleurs que bcauconp d^autres quantités, outre ces trois prJDcipales, 
se préseDtent assez spontaDément å iVsprit de celui qui réfldchit sur Tidéc de courbure 
dune snrface, aveo des titres pour scn^ir de mcsures ou de fonctions caractérisant )a forroe 
de la surface en un point. 
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Jusqu\a ce qu'une raison plausible ou Tusage general me fasse changcr 
d'avis, je coiitinuerai d\nppeler, dans mes lejons, M courbnre moi/enne,^ et 

^ Si cette dénomination d était déjå établie par 1 usagc, j eus Dommé cette courburc 
G ennainienne ; parccquc ]a phipart des autres quantités, auxquelles dous venons de faire 
allusion (notre C y comprisc^ comme moyenne arithiuétique des courbures principalos carr<^s 
et comme moyenne exprimée par la formule (3) dont nous parierons ailleurs) auraient aussi 
plus ou moins droit k cette ddnomination de courbure moyenne. 

Parmi ces quantités ou peut classer^ par excmple, outre le premier terme, qui est 
-M, tous los 2(utres de la sc^rie 3f , , 3f , , Af , , . . . . döfinis par: 

T 



— / — da. 



oii - dédgne la courbure de la section normale faisant 1 angle a avec la section principale 

P 
a = o. Comme on a: 



I __ /coB a 81 11 Vit y 

7' " wr "^ ~^/ 



on obtient promptement My k Taide des formnles connues: 

2ff 3r 



— / cos^"«(/« = — / 8Mr"ada= 

27: J 2zJ 2.4. 



1.3.5... (271 — 1) 



6 ... 2n 

o o 

2r 

1.3.5... (2wi — i) I . 3 . 5 . . . {2n — 1) 






cos-"«d« = 



27: J 2.4.6 (2m + 2r?) 

o 



Mais je najouterai ici quune remarque conoernant Af,. On peut écrirc: 



I I "''^"^ 

O 

åo^ Ton voit que M, peut étre envisagée comme limite du rapport: 

Aire de Timage 
Aire du cercle 

ponrvu que lon construisc cette image comme dans le cas de O, mais en prenant OQ egal 
k Tangle que Oz fait, non pas avec la normale en P ^ la surface, mais avec la normale 
en P k la section faite dans la surface par le plan OzP. 

Aeta nuUhemaHca. U. Imprlm^ le 4 mars 18>0. 14 



106 F. Casorati. 

G courbure Gaussienne, et C simplement caurburej lorsque cela n'engendre 
de confusion. 

Cette espéce de prééminence que je donne par la ä C, comme mesure 
do courbure, me parait justifiée par plusieurs motifs dont les suivants 
se présentent immédiatement ä Tesprit. 

C est, comme nous avons déja dit, une traduction de Tidée commune 
de courbure d'une surface plus fidéle que M et G. 

C caractérise par sa valeur zéro le manque total de courbure, de 
méme que la premiére des deux courbures des lignes, que 1 on a déja Tha- 
bitude de nommer tout simplement courbure. 

Avec cette signification du mot courbure on peut dire: 

Si la courbure est nulle en tout point, la surface est plane (la ligne 
est droite). 

Il n'y a que la surface plane (resp. la ligne droite) dont la cour- 
bure soit nulle en tout point. 



v. 

Dans Texpression (i) de (7, c^est a dire, dans le rapport: 



.A 



OP'(r» cos»« + t*sm'a)da 



A 



OP'da 

2 



la longueur infiniment petite de OV a été supposée indépendante de a. 
Si Ton fait OF fonction de a, la limite du rapport dépend, en general, 
de cette fonction. Si la fonction ne dépend nullement de r et f, la 
limite s'exprimera toujours en r et t par la formule: 

c + c' ' 
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dont oii obtiendrait pour les coefticients les expressions: 



2,T 2r 



o o 

en faisant OP=(Tip[(x), ^rayaiit la signification précédente et n'entrant pas en ^. 

Mais contentons-nous, en ce moment, d'avoir constaté que ces coeflfi- 
cients dépendent de la forme du contour de la calotte évanouissante; dont 
dépend par suite le plus ou moins de prépondérance de r ou de t dans 
la valeur limite du rapport. 

La limite du rapport Gaussien, au contraire, ne dépend nullement, 
comme on le sait, de la forme du dit contour; pourvu qu'il se réduise, 
non pas a une ligne, mais au seul point considéré. On peut supposer 
que la calotte, au lieu d'entourer le point, soit, par exemple, un tri- 
angle ayant dans le point un sommet infiniment aigu. Or, je pose la 
question: Est-ce qu'un mode de representation jouissant de cette propriété 
est propre a fournir, en la valeur limite du rapport entré Taire de Timage 
et celle de la figure originale sur la surface, une mesure de la courbure 
correspondante ä Tidée commune? Mais j'en renvois la réponse a une 
autre occasion, et je termine maintenant ce paragraphe par une courte 
analyse ayant pour but de démontrer, a Taide de nos formules polaires, 
la propriété infinitésimale, qui est la substance de Tarticle 7 des Disqui- 
tiofies, et dont découle la dite propriété du rapport Gaussien. 

Soit O' rimage Gaussienne de O sur la sphére de rayon i et de 
centre arbitraire, 0'P Timage de OP, et 0'x' la paralléle a Ox, Lorsque 
OPj en tournant autour de O, fait avec Ox Tangle a, Timage 0'P for- 
mera avec 0'x' un autre angle que je désignerai par y9. Par suite, le 
rapport Gaussien sera: 



2r 



n 



-OF^dft 



(I 



IIT 



f 



-OP'da 

2 



o 



Mais 0'P mesure, comme OQ dans le rapport C, Tangle que la normale 
en P fait avec la normale en O; on a donc: 



(/P = (JQ = OP^r'coB'a + /^siuV/; 
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et le rapport Gaussien pourra 8'exprimer coniine suit: 






2 
O 



-0P\r'c08^a + I' sin' a)di3 



2je 



da 



o 



Pour calculer cette formule par des integrations par rapport a a, il 
semblerait nécessaire d avoir tant OF que d/i en ternies de a. Mais il 
suflfit d'avoir d/S. En effet, on trouve: ' 



, ^ rt . da 

dB -= -r 



d'oii Téquation: 



r* cos*a + t^ 8in'(z 



2 ' 2 



qui exprinie la propriété infinitésimale. Elle nous montre que, par le 
changement de Tazimut a dans Tazimut j3 qu'implique la construetion de 
Gauss, on détruit en quelque sorte Tinfluence des différences d*incurvation 
de la surface autour de O sur la valeur du rapport des aires. En eflfet, 

dans cette construetion, ä tout element -öP^da de la surface on fait cor- 



respondre dans Timage un element - Ol^^dfi dont le rapport au premier 
est toujours le méme, cest-a-dire, est la quantité rt indépendante de Tazi- 
mut a, tandis que dans notre construetion chaque element -ÖP^da de 

la surface est représenté dans IMmage par un element - ÖQ^da ayant avec 

lui un rapport proportionnel au carré de la déviation que la normale 
subit le long de OP. 



^ La relation finie entrc a et ^ est: taDgy9=z ^tanga. 

T 
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VI. 

Je ne crois pas inutile, en terminant cette Note, de recommander 
aux jeunes inathématiciens les recherches que suscite tout naturellement 
la considération de la nouvelle mesure 6\ et d'exhorter les auteurs de 
traitéSj particuliérement d'Analyse et de Géométrie infinitésimale, a lui 
accorder une place dans leurs livrés. Nombre de ces traités, tout en 
exposant, avcc quelque extension, les propriétés qui se rapportent aux 
courbures des lignes issues d'un point sur une surface, ne contiennent 
pas méme la phrase courbure propre de la aurface, en laissant presque 
croire aux lecteurs novices qu'une telle courbure ne peut pas étre Tobjet 
de la spéculation mathématique. 

Panni les ouvrages qui n'ont pas ce défaut, je tiens a rappeler ici 
le Traité de ccdcul différentiel de M. Bertrand, pour avoir Toccasion de 
commenter briévement deux des paragraphes que Tillustre auteur consacre 
ä la courbure des surfaces. Au § 720 il écrit: DL'idée de courbure ap- 
pliquée aux surfaces est extrémement complexe; on peut en eifet con- 
cevoir en éhaque point une infinité de courbes tracées sur la surface, et 
la courbure de chacune d'elles est un des elements qui figurent dans 
ridée vague que nous exprimons par le mot courbure appliqué ä la sur- 
face.D Or, Taire que nous avons pris comme numérateur du rapport C, 
n^étant qu'une mesure de Tensemble, pour ainsi dire, des angles que les 
normales tout autour du point font avec la normale en ce point, semblerait 
pouvoir satisfaire Téminent géométre,- et peut-étre lui faire agréer aussi 
les reflexions que nous venons de faire dans le § IV. 

Apres avoir exposé les notions Gaussiennes de courbure totale et 
de courbure en un point, M. Bertkand' fait remarquer, au § 721, ]>rana- 
logie compléte des definitions précédentes avec celles qui se rapportent 
aux courbes planesj). J*avoue que cette analogie ne me parait pas aussi 
compléte qua M. Bertrand. Cette analogie suppose que Ton doit sub- 
stituer la sphére au cercle lorsqu'on passé des lignes planes aux surfaces. 
Mais une lign^ ef un cercle n'ont qu'w/*c direction d'incurvation,tandis 
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qu'une surface et une sphére, en ayant- une iniinité, nous présentent cette 
discordance, bieu connue, iriais doiit ici je tiens a dire que Tanalogue ne 
se trouve pas dans les lignes, a savoir que la sphére se courbe également, 
mais la surface hiégalenient dans les différentes directions.^ 



^ M. Darboux ausäi parait o accorder aucuoe importaDCc k cette discordance. Voir 
a page citée de ses Legons, 




111 



BESTIMMUNG EINER KLASSE 

VON BEROHRUNGSTRANSFORMATIONSGRUPPEN 

DES DREIFACH AUSGEDEHNTEN RAUMES 

VON 

GEORG SCHEFFERS 

In LBIPZIO. 

In der LiE'sclien Theorie der continuierlichen Transformationsgruppen 
spielen die sogenannten Beruhrungstransformationen eine ftusserst wichtige 
Rolle, namentlich auch wegen ihrer fundamentalen Bedeutung för die 
Integrationstheorie der partiellen Diflferentialgleichungen. För ihre An- 
wendung ist es von ganz besonderem Vorteil, alle Gruppen von Beröhrungs- 
transformationen auf typische Formen zuröckgeföhrt zu haben. Bisher 
ist dieses Problem för die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit zum Ab- 
schlusse gebracht worden, indem Sophus Lie zeigte, dass alle endlichcn 
continuierlichen Gruppen von Beröhrungstransformationen der Ebene, wel- 
che sich nicht auf blosse Punkttransformationsgruppen reducieren lassen, 
durch drei gewisse typische Formen dargestellt werden. Es steht zu er- 
warten, dass es im Raume von drei Dimensionen weit mehr Typen solcher 
Gruppen geben wird, und daher ist es zweckmässig, das betreffende Pro- 
blem för den Raum nur schrittweise, in mehreren Einzelproblemen, in 
Angriff zu nehmen. 

Herr Professor Lie veranlasste mich, zunächst eines dieser Einzel- 
probleme zu behandeln. Die vorliegende Arbeit giebt die Lösung des- 
selben. Es ist meine Pflicht, an dieser Stelle hervorzuheben, dass ich 
Herrn Prof. Lie zum grössten Danke verpflichtet bin för die mannigfache 

^ctm mathematiea, 14. Imprimé le 4 mars 1890. 



1 1 2 Georg Schoffoi'.s. 

Unterstötzung, die er meinen Untersuchungen gewährtc. Meine Arbelt 
verdankt ihiii ausser der Anleitung mehrere wertvolle Gesichtspunkte, 
durch die erst die Möglichkeit zu ihrer Durchfiihrung gcgebeii wurde. 

Diese im wesentlichen von Lie herrnhrenden Betrachtungen haben 
in der Einleitung ihren Platz gefunden. Eine andere LiE^sche Betrachtung 
ist an einer spateren Stelle wiedergegeben worden. Des besseren Ver- 
ständnisses halber sehe ich mich veranlasst, in der Einleitung aiich die 
fundamentalen Formeln fttr Bertlhrungstransforinationen des Raumes kurz 
zusaminenzustellen. ^ Was endlich die allgemeinen Begriffe. und Sätze öber 
Transforraationsgruppen ttberhaupt anlangt, welche i in folgenden fort- 
während verwendet werden, so muss ich zu ihrer Begrttndung auf den 
kttrzlich erschienenen I. Abschnitt des Lie' schen Lehrbuches^ verweisen. 



Eifileitiifig. 

A. Bezeichnen .r, , x^ , x^ Cartesische Punktcoordinaten in einem drei- 
fach ausgedehnten Raume — dem i?^ — , so wird eine durch den Punkt 
(a?, , x^ , rr J gehende Ebene, deren laufende Punktcoordinaten etwa X^ , X, , X^ 
sind, analytisch dargestellt durch eine Gleichung won der Form 

^,p,{X, — x,) = o. 

Mithin lassen sich x^ j x^j x.^ ; p^ ^ p^, p.^ als Coordinaten des durch diese 
Ebene im Punkte {x^ j ^^^y ^z) bestimmten FldcJienelementes auflFassen, Dabei 
ist zu beachten, dass p^yP^yP^ homogene Bestimmungsstttcke vorstellen. 



' Professor LiE*s wichtigste Untersuohongen Uber BerUhrangstransformationen und 
G-mppen von BerUhrnngstransformationeD sind in den folgenden Arbeiten auseinandergesetzt: 
Analytische Theorie der BerUhrangstransformationen^ Gesellsch. d. Wissensch. zu Ghristiania 
1873; Begrtlndung einer Invarianten theorie der Bertthrungstransformationen) Math. Ann. 
Bd. 8, 1874; Göttinger Nachrichten Decbr. I?74; Archiv for Mathematik og Naturviden- 
skab 1878 u. 1879. 

* Sophus Lik, Theorie der TranaformaHonsgruppen. Erster Abschnitt, unter Mit- 
wirkung von Dr. F. Enoel bearbeitet. Leipzig, Teubner 1888. 
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Die Bedingung dafOr, dass das Flftchenelement (a;^ , p^) mit dem ihm 
unendlich benachbarten Elemente (x^ + dx^ , p^ + ^Pk) vereinigt liege, d. h. 
der Punkt des einen Elementes auf dem anderen gelegen sei, drQckt sich 
durch die Gleichung aus: 

8 

(r) ^kPkdXk = o. 

• 

Eine Transformation der Flächenelemente, welche vereinigt liegende Ele- 
mente in ebensolche Uberfuhrt, d. h. eine sogenannte Bemhrungstrans- 
formation des iJg, muss also die Gleichung (i) invariant lassen. 
Es sei 

eine infinitesimale Beriihrungstransfor mation des B^. Vermöge derselben 
muss die linke Sei te der Gleichung (i) ein Increment erhalten, das ein 
biosses Vielfaches dieser Unken Seite ist, d. h. es muss sein 

ByE,p,dx,) =p.TtPidXk, 

wo p eine Function der x , p bedeutet, die aber = o angenommen werden 
darf; d. h. 

Wenn umgekehrt die ^^ und ;r* diese 6 Relationen identisch erfQllen, 
80 ist auch Bf eine infinitesimale Bertthrungstransformation des B^. 

Die Gleichungen • (2) erftlUt man in allgemeinster Weise dadurch, 
dass man 

. an _ as 

setzt, wö S einé hinsichtlich p^ ., p^ , p^ voti der ersten Ordnung Iwmogene, 
sonst aber beliebige Function der x^p bedeutet.^ Die allgemeine Form einer 
infinitesimalen Bertihrungstransformation in den Variabeln x ^pisX dahér: 

* Vgl. Lie, Begriindwig einer Invarianten-Theorie der Beruhrungstransformatione^i. 
Math. AnDalen, Bd. 8, p. 239, 240. 

Ada mathematica. U Imprimé la 1C jnnvier 1890. 15 
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wenn namlich unter {uv) allgemein der Ausdruck 

verstanden wird/ 

H ist die sogenannte characteristische Function 'åer Bertihrungstrans- 
formation Bf. 

Man känn nun durch blosse Ausrechnung folgenden Satz verificieren: 

(6) Besitzen die infinitesimalen BerUhrungstransformRtioncn B^f 

und B^f in den Variabeln a; , jp die characteristiöchen Functionen 
JTj resp. JSj , so besitzt die durch Klarameroperation entstehende 
infinitesimale Bertlhrungstransformation 

die characteristische Function 






Statt der drei homogenen Variabeln Pj , j», , l», können wir auch nickt- 
homogene, — VifPa — > anwenden, indem wir etwa setzen 

Dabei empfiehlt es sich, die hierdurcH entstehende Unsymmetrie auch in 
den Variabeln x^^x^^x^ zum Ausdruck zu bringen; wir schreiben z statt x^. 

Wir geben kurz die den obigen entsprechenden Formeln in den Coor- 
dinaten äJj-, äj^ , jer, y^ , y, an, da wir sie im folgenden gebrauchen werden: 

Anstelle der Beditigung (i) för die vereinigte Lage zweier Flächen- 
elemente tritt die Bedingung 

(i') dz — if^dx^ — y^dx^=o. 



^ Nioht zu yerwecliBoln mit der Operation (AB) zwiaohen 2 infitiitesimalen Träns- 
formationen Af and Bf. 
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Die infinitesirnale Transformation 

stellt eine Bertthrungstransformation in den Variabeln x^ j x^ j z ^ y^ y y^ 
dann und nur dann dar, wenn 



(30 



. _dlV _ dW dW 



ist, wo W irgend eine Function von x^j x^y z ^y^^ y^ bezeichnet. W möge 
die characteristische Function der Bertlhningstransformation JBf in den 
Verftriderlichen x^ , x^ ^ z y y^ j y^ heissen. Nach (3') ist 

(40 BMlWf}-/'-^, 

wenn allgemein 

/ ,v I X ^ dv du 3t» ^. du dv du dv I du dv du dv\ 

du dv du dv\ do . du 



/dudv du dv\ ^^ t_ ^^ 



gesetzt wird. Anstelle des Satzes (6) endlich tritt hier der folgende Satz: 

(6') Besitzen die infinitesimalen Bertihrungstransformationen B^f 

und B^f des R^, geschrieben in den Variabeln x^, x^y z^ y^^y^y 
die characteristischen Functionen W^ resp. W^y so besitat die 
durch Klammeroperation entstehende infinitesirnale Bertihrungs- 
transformation 

die characteristische Function {TF^TF,}. 
Noch sei Eines hervorgehoben : Besitzt eine infinitesirnale BerUhrungs- 
transformation in den Variabeln x , p die. characteristische Function H 
und ist W die characteristische Function der durch Einfuhrung der Ver- 
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änderlichen rr, , rr, , ^ , y, , y, aus ihr hervorgehenden BerQhrungstrafasforma- 
tion, 80 besteht die leicht zu verificierende Relation 

(7) H = —p,W. 

Wir werden späterhin uns fast ausschliesslich auf die Benutzung der 
Veränderlichen x^ ^ x^y z j y^j y^y die wir kurz als die nichthomogenen be- 
zeichnen, beschränken. Auch werden wir sowohl beim Gebrauch der 
homogenen wie bei dem der nicht-homogenen Coordinaten gelegentlich 
eine infinitesimale Bertlhrungstransformation mit der characteristischen 
Function u einfach als die Transformation [u] bezeichnen. 

B. Der Raum enthält oo* Flächenelemente. Eine continuierliche 
Schar von co^ Flächenelementen des E,, von denen ein jedes mit allen 
infinitesimal benachbarten der Schar vereinigt liegt, heisst bekanntlich 
ein Ver ein von Fläclwnélementen. 

Eine Gruppe von Bertlhrungstransformationen des B^ ist nun dann 
und nur dann reducibel, d. h. vermöge einer Bertlhrungstransformation in 
eine Gruppe von blossen Punkttransformationen tlberfilhrbar, wenn sich 
die Qo* Flächenelemente des jB^ in oo^ Vereine anordnen lassen, deren 
Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt, während die einzelnen Vereine 
unter einander vertauscht werden können. Ist nUmlich diese Anordnung 
möglich, so känn man durch eine Bertthrungstransformation die co' Ver- 
eine in diejenigen oo^ Vereine des B^ tiberfuhren, deren jeder aus allen 
Flächenelementen besteht, die einen und denselben Punkt gemein haben. 

Denn eine Zerlegung der Gesamtheit der co* Flächenelemente des 
Ej in CO ^ Vereine wird — in den homogenen Coordinaten x y p — durch 
drei Gleichungen 

(8) X,{X^ y X^ , X.^yP^yP^yP^) = c, («=1.M) 

vermittelt, in denen X^ , X^^ , X^ von einander unabhängige nur die Ver- 
hältnisse der p enthaltende Functionen der x , p und die c^ willktirliche 
Constanten bedeuten; derart, dass diese Gleichungen, wenn in ihnen för 
<^i > ^2 7 ^3 bestimmte Zahlenwerte gesetzt werden, jedesmal die oo^ Flächen- 
elemente éines der oo' Vereine darstellen. Dies thun sie aber daiin und 
nur dann, wenn sie die Bédingung (i) der véreinigten Lage nåch sich 
ziehen, d. h. (da dies fttr alle Wertetripel c^jC^y c, gelten soll) wenn es 
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noch drei Functionen P^, P^j P^ der x , p giebt von der Beschaffenheit, 
dass 

(9) ^ P,dx, + P,d^ + P.dx, = P,dX^ + P,dX^ + P,dX^ 

wird. Die Gleichungen 

(lo) ^; = ^*, pk = Pk ^*-^'''») 

bestimmen hiernach erne Bertthrungstransformation der x , p in die x\ p'. 
Denn dass sie umgekehrt nach den x , p auflösbar sind, Iftsst sich all- 
gemein beweisen, ebensö wie man zeigen känn, dass die Forderung (9) 
bei noch unbekannten P^^P^j P^ immer in allgemeinster Weise durch 
drei beliebige von einander unabhängige Functionen Xj , X^ , X^ von 

^1 v^2 9 ^39 y erföllt werden, fOr welche nur jedes (XiX^) = o sein muss; 

Ps Ps 

die P bestimmen sich dann nachträglich aus den X.^ 

Die BerQhrungstransformation (10) föhrt nun jeden der durch (8) 
bestimmten oo^ V^ereine (Cj , c, , c^) in einen Verein tiber, dessen Elemente 
saratlich einen Punkt {x[ = c^ ^ x^ = c^ y x'^ = c^) gemein haben. Wenn 
also eine Gruppe von Bertihrungstransformationen die Schar (8) von cx)' 
Vereinen invariant lassen soll, so muss nach Einftihrung der neuen Vari- 
abeln x',p' bei der Gruppe die Schar der 00' Punkte des R^ unter sich 
transformiert werden, d. h, die Gruppe wird zu einer Gruppe von "blossen 
Punkttransformationen. 

Da sich diese Betrachtung mit Leichtigkeit auch umkehren lässt, so 
ergiebt sich folgendes 

Criterium der Irreducibilitåt: 

Eine Gruppe von Beröhrungstransformationen des i?j in den 
homogenen Variabeln x^p ist dann und nur dann irreducibel, 
wenn es keine drei von einander unabhängige Functionen Xj, X^, X, 

von iTj , rCjj , rCg , ^, — giebt von der Art, dass jedes 

Pz Ps 



* Dass die FuDCtionen Xt ^ P*, welche die GleichuDg (9) erfttllen, von einaDder un- 

abhäDgig sind, ist aus der Theoric des Pfaff schen Problems bckannt; eine einfache direkte 

• ' . . . . 

Begrttndung dieses Satzes findet sich bei A. Mayer, Direkte Begriindung der Theorie der 
BerUhrungstransformationén, Math. Annalen, Bd. 8, p. 304 flf. 
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ist und tiberdies das Gleichungensygtem 

Xj = Const., Xj = Const., X^ = Const. 

bei den Transformationen der Gruppe invariant bleibt, d. h. die 
X durch Ausftthrung der Transformationen der Gruppe imraer 
wieder in Functionen der X allein tlbergehen. 
In nicht-homogenen Variabeln lautet der Satz so: 

Eine Gruppe von BerQhrungstransformationen des B^ in 
^1 } ^2 y ^ 9 Ifi y y^ ^®* dann und nur dann irreducibel, wenn es 
keine drei von einander unabhängige Functionen X^.j X^\ ^ von 
^li ^^} ^ yViiV^ g^öbt von der Art, dass 

ist und tlberdies X^ , X, , Z durch Ausftthrung der Transforma- 
tionen der Gruppe immer wieder in blosse Functionen von 
X^y X^j Z ttbergehen. 
Hierin bezeichnet das Symbol \uv] allgemein den Ausdruck 

/du 9y du du\ /du dv du dv\ 

sodass also nach (5') insbesondere 

/ \ (ITT dv . du 

(12) {„v}H=[Mv]_«_+t;_ 

ist 

C. Ein Hauptmittel zur Vereinfachung von Gruppen besteht in der 
Einfuhrung neuer Variabeln durch eine endliche Transformation, hier natttr- 
lich durch eine Bertthrungstransformation. Wir schicken daher auch einige 
Bemerkungen hiertiber voraus. 

Bei einer derartigen Einftthrung neuer Variabeln findet ein wohl zu 
beachtender Unterschied statt zwischen der homogenen und der nicht- 
homogenen Darstellung der Transformationen. 

Ist nämlich zunächst H die characteristische Function einer in den 
Veränderlichen x , p geschriebenen infinitesimalen Bertthrungstransforma- 
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tioti, 80 hat letztere seibst nach (4) das Symbol {Hf). Wenn wir nun 
vermöge irgend einer endlichen Bertihrungstransformation 

(13) a-u.») 

Pk = Pki^i y ^ij ^2y P19P9J Pz) 

. » 

die neuen Veränderlichen x'j p' anstelle der x , p einföhren, so geht dadurch 
die infinitesimale Transformation (Sf) öber in 



t,{(^.;)2 + W)J}. 



Hier ist nach (5): 
wo wieder 

ist, wenn wir die Fuiiction fl, nachdem in ihr die Substitution (13) ge- 
macht ist, durch H' bezeichnen. Da (13) eine Bertihrungstransformation 
darstellt, so ist ferner nach einem bekannten allgemeinen Satze * jedes 

{x[x't) = {pip{) = o, A*»: {x',p[) = o, {p[x'^=i. ■ 

Mithin wird: . . 

sodass also die Beröhrungstransformation {Sf)j geschrieben in den acceh- 
tuierten Variabeln, die Form annimmt: 

V (—-L——^\ 

In den neuen Variabeln hat sie mithin H' zur characteristischen Function. 

Dies Ergebnis können wir so aussprechen: Der Begriff der chartio 

teristischen Function einer infinitesimalen Bertihrungstransformation in deli 

* Vgl. Lie, a. a. O. p. 236, öder auch Mayer, ». a. O. p. 308. 
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homogenen Variabeln x , p verhält sich der Einftlhrung neuer homogener 
Variabeln vermöge einer Bertlhrungstransformation gegenClber invariant 
Dies gilt nun durohaus nicht mehr stets bei der Benutzung der nicht- 
homogenen Veränderlichen x^jX^yZ^y^yy^. Aus der obigen infinitesi- 
malen BerQhrungstransformation {Hf) gehe nämlich durch Einffthrung der 
nicht-homogenen Variabeln 

(14) X, = X,y X, = X,y X, = Zy ^ ^ ^ — J , ^^ = " ^ 

etwa die infinitesimale BerUhrungstransformation mit der characteristischen 
Function W hervor. Nach (7) ist dann 

n=-p,w 

eine blosse Folge von (14). Wenn wir nun die den Gleichungen (13)' 
enteprechenden Formeln in nicht-homogenen Variabeln 



('5) 



^_ ^ • y\=y'i{xi9X29Z9yx9y^ 

X2 = Xq [Xi 9 ^2 9 ^ 9 y\ 9 yy 9 

y2 = y'Å^i9x%9^9yi9y2} 
z' = z\x^y oo29^9yi9yi)9 



benutzen, um die accentuierten Variabeln in die infinitesimale Trans- 
formation {W) einzuftthren, so geht diese tiber in eine BerUhrungstrans- 
formation, welche in den a;', /, y' die characteristische Function Q besitze. 
Die dieser entsprechende Bertihrungstransformation in homogenen Ver- 
änderlichen x'yp' hat nach dem obigen die characteristische Function -ET, 

und es ist nach (7): 

ir = —p^Q. 
Vorher hatten wir: 

und mithin zeigt sich, dass vermöge unserer Substitutionen 

(16) Ä=^TF 

^ ^ Pi 

sein muss. Der Factor ^ hat eine besondere Bedeutung. Bei der Be- 

p» 

rQhrungstransformation (15) ist nämlich etwa 

dz' — y'idx[ — y^dx'^ = p{dz — yydxi — y^dx^j 
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während wir bei (13) baben: 

Erstore Oleicbung muss aus letzterer durcb Division derselben mii p'^ und 
Einfahrung der nicht-homogenen Veiilnderlicheii hervorgeben und desbalb 
folgt, dass 

ist vermöge unserer Siibstitutionen. (16) reduoiert sicb also auf 

(17) ii = ffW. 

Wenn daher in oine in den nicbt-boniogenen Variabeln cr^^oc^yZ ^y^^y^ 
gescbriebene infinitesiinale Bernbningstransforniation mit der characteri- 
stisehen Function W neue Variabeln x\ , rr^ , /, y\ , yj vermöge einer end- 
licben Bernhrungstransforination, bei der etwa 

« 

dz' — y\dx[ — y'.;dxl ~ /)[dz — yxdx^ — y-i^^^-i) 

ist, eingefftbrt werden, so gebt dio charaeteristiscbe Function der neuen 
inlinitesimalen Bertihrungstransformation ans /jW durcb die Substitution 
der neuen Variabeh) hervor. 

Wie man siebt, verbalt sicb der Begriff der cbjifacteristiscben Fimc- 
tion einer Berftbrungstransformation in o\jX^yZj y^ , y, im allgemeinen 
nicbt invariant gegenftber der Einfobrung nener niobt-boniogener Variabeln 
vermöge einer Bertlibrnngstransformation. 

D. Wir wenden uns jetzt naeb diesen allgemeineren Bemerkungen 
zu unserem eigentlicben Probleme, das wir so aussprecben: 

Problem: Es sollen alle Typen von Irreduciheln Gruppen von BeriihmngS' 
transformaimien in x^^ .r^ , ^ , y^ , y^ gefunden werden^ welche endlich 
und ronfimiierlirh shid und het denen eine Schar von Gleichmgen 

0{Xy, x.^ , z , y^, ?/,) -- Const. 
invariant hleiht, 

Acta mathematiea. 14. Imprimé le 16 jaoTler 1890. \Q 
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Da nabh einem allgemeinen Satze * jede Functioii von j\ , :i\ , -?, //^ yy^ 
verniöge einer Berulirungstransformation in jede anderc derartige Func- 
tion verwandelt Averden känn, so können wir aueh dic hier vorliegonde 
Gleichuncrens(;har = Const. durcli eine Beriihrunirstransforination ctwa 
in die Gleichungenschar 

.r.^ = Const. 

ftberfiihren. Wir diirfen uns dcshalb unbeschadet der AUgemeinheit der 
Untersuchung darauf hosclirilnken, alle Typen von endlichen continnier- 
lichen nnd irrediicibelen (iruppen von HeriUiriingstransformationen des 
72.^ aufzustellen, bei denen x^^ nur von x^ selbst abhilngige Incren^iite 
erhrilt, sodass jeder Verein von Flächenelenionten, der dnrch eine Curve 
parallel der ;rj^-Ebene des li^ dargestellt wird, verniOgo der Transfornia- 
tronen dieser Gruppen in ebensolehe Vereine ttbergeftthrt wird. 
Es seien min 

l>J SHJ -+- SX..3 i- ,X.j^ -t- Jyi.j -t- 3J/2J " " ') 

I 2 al * i 

die r unabhangigen inlinitesiinalen Transforniationen einer solehen Gruppe. 
Bi,x.2 niuss dann eine Function von :r.^ allein sein,^ mit anderen Worten: 
?x-2 ^^^^^'f ^^^''' '-^^^ ^2 ^'W'^'''/y^^^- 1^5^ verkfirzlen Transforniationen 

erzeugen daher fttr sich eine Gruppe und zwar — als Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit x^ — eine höchstens dreif/Uedrige,^ Daraus folgt, 
dass wir annehmen können, dass mindestens r — 3 von den li^f frei von 

dem Gliede in - seien, also die Form haben: 






^if = fn ?7 + ^i ^^ + ^Al i" "^ ^'^^ ^" (1^1.2....*- r-3). 



* Vgl. Lie, a. a. O. p. 296. D:is dort mit XXT bczoichnete Theoreiu zieht den 
oben berilhrtcD Satz uach sieh. 

* Sichc Lie. Theorie der Trnnsformaiiou^grappen \. Matli. A 11 nålen. Bd. 1 6, 



BcHtiujiuuDg ciocr Klassc von BerUhrung.stransforniationsgrui>|>en. 128 

Zu diesen Transforriiationcn A^f troteii iiocli 0,1,2 öder 3 Trans- 
formationen hinzu, welche r-^ onthalten und — wie man oline Mtihe 
einsiclit — in der Form angenommen werdcn können: 

r f - \ ^'' 4. /• ^^' 4. / ^'/*4- Y ^'^ 4- Y ^'' 

I i •'t •'3 

1 3 »'I •'31 ... 



Mitliiti siiid 4 vcrschicdeiK; Fällc zu uiiturscheidcii. In ihncn trcttn jé 
folgcnde iiitinitesiiiuilc Transformatioiien in der gesucliteii Gruppe iauf: ' 

i) AJ\ a./, ..., yi,f; 

2) Af^^U A/, (V> ' 

3) AJ.J./,...,AJ\ CJ,C./; 

4) AJ\AJ,...,AJ, C\f\C./,Cj:. 

Zu allén diesen inlinitesimalen IJeruhrungstrantiformationen gehören eharat: 
teristische Functioiien. Die zu A^^f gehOrige bezeiehnen wir durch TF^* 

Naeh (3') ist dann -j— ^ bis auf eine infinitesimale Constante das Incremeftt 

von x.^ bci Aj^f, J\^ aber wird durch Atfuicht transformiert und lolglieh ist 

$\\\. ' . 

---_:o, 

d. h. die Wf, sind frei von //.^. 

Daher kommt ?/.^ nberliaupt nicht in den c*i > C ? ^^in > "^n vor, wie 
ebenfalls aus den Formeln (3') erhellt. Aueh jedes {A^A^ und schliess- 

lich aueh jedes {A^C^ ist frei von — , d. h. diese Klammerausdrucke 

sind linear mit constanten Coefticienten aus -/4 j /",..., -^^Z" ableitbar, mit 
anderen Worten: A^f , . . , , AJ' erzeugen in allén oben uuterschiedenen 
Fallen eine s-gliedrige Unfergruppe der ganzen Gruppe — nämlich diejenige, 
bei der x.^ invariant bleibt — und zwar ist diese Untergruppe ip der ganjser} 
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Gruppe invariant. Es erhellt hieraug, dass wir unser Bestreben zunächst 
darauf zu richten haben, alle Typen von Ber ährtinff st råns formationsgruppen 
von der Form A^fj . . . ^ A,f aufzustellen, und dann später zu diesen Typen 
I , 2 öder 3 Transformationen von der Form Cf in geeigneter Weise hin- 
zuzufugen haben. 

Dabei aber erhebt sich noch eine fundamentale Frage: 
Gesetzt nämlichj dass die ganze Gruppe der Af und Cf (in irgend einem 
unser er Fälle) irreducibel ist, ist dann auch ihre invariante Untergruppe 
A^f , . . . j A,f irreducibel öder nicht? 

Könnten wir diese Frage bejahend bcantworten, so brauchten wir 
nicht alle Typen von Gruppen A^f,..., A,f^ sondern nur die irreducibelen 
aufzustellen, was eine • ganz bedeutende Erleichterung gewähren wiirde. 
Dass dem nun in der That so ist, werden die folgenden Betrachtungen 
alg Endresultat ergeben. 

E. Die a US den A^f verkärzten infinitesimalen Transformationen 

bilden, da sie von y^ frei sind, ebenso wie die Aj^f selbst eine Gruppe 
(freilich im allgemeinen keine Gruppe von BerQhrungstransformationen 
des iJj). Diese Gruppe enthält allerdings x^; aber x^ hat in ihr nicht 
den Character einer Variabeln. Die Ä^f sind in der Ebene x^ = Const. 
Berfthrungstransformationen, was man geometrisch leicht einsehen känn. 
Da nämlich die Aj^f Berfthrungstransformationen des R^ vorstellen, so 
föhren sie vereinigte Flächenelemente wieder in vereinigte ttber. Greifen 
wir nun in der Ebene x^ = Const. zwei vereinigte Linienelemente heraus, 
8o können wir durch jedes derselben irgend ein Flächenelement des JS, 
legen. Diese beiden Flächenelemente liegen offenbar auch vereinigt, und 
Aif ffthrt sie wieder in vereinigte Flächenelemente ttber. Da jedoch 
A]^f x^ invariant lässt, so mttssen die beiden transformierten Flächen- 
elemente mit der Ebene x^ = Const. je ein Linienelement gemein haben, 
und diese beiden Linienelemente liegen natttrlich wiedei: vereinigt. An- 
dererseits giebt Aj,f an, wie die Xmienelemente {x^y z y yj der Ebene 
x^ = Const. transformiert werden, wenn AJ selbst die jP^cÄewelemente 
(ojj , a:, , jer , yj , y,) des -B, untereinander vertauscht. Also ftthrt 'Ä^f ver- 
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• 

einigte Liiiieneleinente in jeder Eberie x^ = Coiist. wiedcr in vereinigte 
Linieneleniente ttbcr, wiis zu bcweisen war. 

Man känn iiun leicht einsehen, dass^ tvenn die Gruppe der AJ in der 
Ebene cdlgemeiner Laye x^ = Const. — eds Gruppe von Berährungstrans- 
formatiomn in dieser Ebene — reducibel ist, dann auch die Ä^f eine rediir 
cibde Grupiie von Ber iihrungst rems formationen des B^ erzeugen. Ist näinlich 
die Gruppe der Ä^f in der Ebene r.^ = Const. reducibel, so lässt sich ver- 
möge einer BerCihrungstransfonnation in x^y z ^ y^ in der Ebene x,^ = Const. 
erreichen, dass die Gruppe A^f in eine Gruppe von blossen Pww/:rtrans- 
forinationen ftbergeht. Die A],f ftthren also dabei alle Linieneleniente der 
Ebene x^ = Const. durch einen Punkt wieder in ebensolche ttber. Die 
zugehörigen A^f mftssen dann natftrlich auch alle Flächenelemente des 
jKy durch einen Punkt in ebensolche Oberffthren, d. h. auch die J^/^sind 
blosse Punkttransforinationen. 

Zur Vollständigkeit dieses Beweises eriibrigt nur noch zu benierken, 
dass es stets eine Beriihrungstransformation des B.^ giebty tvelche in Jeder 
Ebene x^ = Const. eine gegebene Beruhrungstransformation derselben dar- 
slellt und x,^ selbst nicht träns formiert. Von dieser BQhauptung niöge nian 
sich durch einfache Berechnung ttberzeugen. 

Wir wollen noch bcmerken, dass es nicht schwer ist, die iin vor- 
hergehenden geinachten geometrischcii Betrachtuiigen in die Sprache der 
Analysis zu ttbersetzen. 

F. Nuninehr werden wir zeigen, dass, wenn die Gruppe Aj^f redu' 
cibel istf auch die im Abschnitt D. unter 2), 3), 4) aufgezählten Gruppen 
AJ j . . . , AJ j C^fj . . . , OJ{i =1,2,3) reducibel sind. 

Ist die Gruppe -4^/" reducibel, so gilt dasselbe offenbar von der Gruppe 
ÄJ in den Ebenen x^ = Const. In jeder Ebene x^ — Const. muss also 
mindestens eine Schar von co^ Vereinen von Flächeneleinenten existieren, 
die bei den A,,f in sich transfonniert wird. Existiert nar eine solche 
Schar in jeder der Ebenen, so ist der Nachweis geliefert. Denn eine solche 
Schar von Vereinen wird durch co^ Curven (öder im besonderen durch 
die QO^ Punkte) einer Ebene x^ = Const. dargestellt. Bei den A^fhloihi 
in jeder Ebene eine bestiininte Schar invariant, und da die A^f eine in- 
variante Untergruppe der ganzen Gruppe A^f, 6\/ darstellen, so ftthrt nun 
auch jedes Cf die invariante Schar einer jeden Ebene x^ = Const. in die 
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einziye invariaiite Scliar einer zwciten Ebene x,^ -^ Coiist. ul)er. Daher 
lasst die gaiize Gruppe ÅJ^ C^f. iiisgesaint oo^ Curven (resp. alle oo' 
Punkte) in den Ebenen invariant. Diese Curven stellen ini i?^ eine in- 
variante Scliar von go^ Vereinen von Fiächeneleinenten dar (und zwar 
selbstverständlich eine solche, die wirklich alle co^ Flächeneleniente des 
ZZg uinfasst), di h. die ganze Gruppe Aj^f ^ CJ ist auch reducibel. 

Dieser Beweis gilt auch dann, wenn in jeder Ebene x.^ = Const. eine 
discrele Zahl von invarianten Scharen von co^ Curven bei der Gruppe 
A^f existiert, aber nicht niehr, wenn tmendHch viele Scharen in jeder 
Ebene vorhanden sind. In diesem letzteren Falle verfahren wir nach Lie 
viclniehr wie folgt: 

Existieren in jeder Ebene x,^ = Const. unendlich viele bei den A^f 
invariante Scharen von je co^ Curven, ro betrachten wir die durch ein 
Linienelement einer Ebene j?.^. = Const. hindurchgehenden Curven der 
Scharen. \on Jeder einzelnen Schar geht durch dasselbe eine öder jeden- 
falls nur eine discrete Zahl von Curven hindurch. Ist letzteres der Fall, 
so können wir bei einer der Scharen aus dieser discreten lleihe.eine be- 
stimmte Curve auswahlen. Damit ist auch bei jeder anderen Schar der 
Ebene eine bestinimte Curve ausgewfihlt, da ja die unendlich vielen Scharen 
eine continmerUche Maiuiigfaltigkeit bilden. Wir können daher tlberhaupt 
fiir die foWende Betrachtunjr annehnien, dass durch ein bestimmtes Linien- 
element nur je eine Curve jeder Schar hindurchgehe. 

Jedes LinienélcTnent L(x^ , ^ ^ Vi) ^^^^ Ebene Tr^^ = Const. interpretieren 
wir nun als Punkt .1 eines dreifach aus<]redehnten Kauines P., tnit den 
Coordinaten x^^ z ^ //j . Alsdann entspricht einer durch das Element L 
gehenden Curve k (d. h. einem Verein von Linienelementen, dem L an- 
gehört) der Ebene x,^ = Const. eine durch diesen Punkt .1 des JP^ laufende 
Curye x^ welche in A eine Tangentialrichtung r^ besitzt, die dem durch 
die Gleichunor 



o 



\\\\ 1\ dargestellten ebenen Strahlenhuschel mit dem Scheitel A angehört, 
denn diese Gleichung ist ja die Bedingung der vereinigten Lage zweier 
Linienelemente in x^,z,y^. Da bei den A^f jede der unendlich vielen 
Scharen von co^ Curven der Ebene x^ = Const. einzeln invariant ist und 
von jeder dieser Scharen eine Curve k durch L geht, so ist klar, dass, 
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weiin ein A,,f L nach L* traiisformiert, alsdftriTi die Curve k in eine ganz 
bestiinmte Curvc k' durch 7/ tibergeht. IJ und k' entspricht iin P^ ein 
Punkt lY und eiiio durch ihn laufende Curve /, die in A' eine Tangential- 
richtung r^ besitzt, welche eineni gewissen ebenen Strahlenbuschel ange- 
hört. > Bleibt bei AJ L fest, so gilt dasselbe von .1 und den Richtungen 
T^ durch A. 

Also sehen wir: Bei der Gruppe A^f sind den Punkten A sämtlicJie 
durch A gehende Richtungen r, des ebenen BUschels als invariant zugeordnef. 

Nun filhren wir eine Transformation Cf aus, welche jene beliebig 
gewählte Kbene x^ — Const. invariant lässt. Wenn etwa Cf A in A' liber- 
fuhrt, so werden allerdings auch die Richtungen des Biischels in A in die 
des Biischels in A' transfonniert, iedoch nicht niehr in derselben Weise 
wie durch irgend ein Aj,f^ das auch ,1 nach A' fiihrt, denn 6/ transfonniert 
ja auch die Ebenen x.^ = Const. Wir werden aber zeigen, dass bei den 
Cf jedeni Punkte A des F^ nun zwar nicht jedo einzelne Richtung des 
BQschels, aber doch iveniystens eine Richtung desselben als invariant zu- 
geordnet ist. Wir betrachten hierzu insbesondere alle Cf unserer Gru])pe 
^kf ^ ^ift welche den Punkt A des Pg invariant lassen. Da liberhaupt 
höchstens drei Cf vorhanden sind, so giebt es sicher höchstens zwei Cf^ bei 
denen A fest bleibt. Diese vertauschen dann die Richtungen t^ des durch 
A gehenden Btischels und zwar verniögo einer höchstens zweigliedrigen 
projectiven Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit dieser Richtungen. Eine 
solche aber lästst mindestens eine Richtung r^ fest. Folglich bleibt, wenn 
A in dieser Weise festgehalten wird, auch eine Richtung r^ durch A in- 
variant. 

Wir finden daher: Uei der Gruppe A^f, CJ werden die Punkte A des 
1\ nntereinander transformiert. Aber mit dem Punkte A bleibt stets mindestens 
eine der durch ihn gehenden Richtungen t^ invariant rerbunden. 

Es sind jedoch 3 Falle möglich: Es sind mit .1 invariant verbunden: 

entweder nur eine Richtung r^, 

öder zwei Richtungen r^ 

öder endlich alle Richtungen r^,. 

Im ersten und zweiten Falle fahren wir so fort: Gehen w^ir von .1 aus in 
einer der mit .1 invariant verbundenen Richtunjion r zu einem benach- 
barten A iiber un<l schreiten iii dieser Weise weiter, so erhalten wir eine 
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Curve des P^ von der Eigenschaft, dass jedem ihrer Punkte die Tangential- 
richtuncr als invariant zuo;eordnet ist. Wir erhalten im <:^anzen entweder 
eine öder zwei Scharen von co^ Curven des l\j und jede Schar ist bei 
der Gruppe A,,f y CJ invariant. Einer solchen Schar entsprechen auch 
in jeder der Ebenen .r.^ = Const. oo' Curven und durch die Cf ^verden 
dle der einen Ebene in die der anderen transformiert. Hiermit ist aber 
das erreicht, was in dem vorherbetrachtoten einfacheren Falle (wo in 
jeder Ebene x^ = Const. nur eine bei den ^^/invariante Schar existierte) 
sich ergab. Wir können also auf das dort Gesagte welter verweisen. 
Im drittcn Falle, wo mit dem Punkte A alle Richtungen r, des ebenen 
Blischels invariant verbunden sind, haben wir allerdings wiedcr oo* in- 
varlante Scharen von je cc^ Curven — wie oben — , aber jetzt derart, 
dass alle Transformationen 6/, welche die Ebene x^ = xl in dieselbe 
Ebene x.^ = x\ tiberftthren, auch eine jede dieser Scharen der Ebene (.rj) 
in je ein und dieselbe Schar der Ebene {x\) iiborfnhren, sodass auch hier 
die Reducibilität der Gruppe A^f y CJ nachgewiesen ist (indem jetzt die 
Heduction auf blosse Punkttransformationen. auf unendlich viele Weisen 
nuiglich wird). 

Hiermit ist der versprochene Nachweis gefrthrt: 

Wenn die Gruppe Ai.f reducihel ist, so r/ilt dasselhe von der Grtippe 

Andererseits erkannten wir schon vorher: 

Wenn die Gruppe Aj^f in der Ebene allgemeiner Lnffe x^ = Const. re- 
ducihel Istj so gilt dasselhe von der Gruppe Ai^f des R^. 

Fassen wir beide Siltze zusammen, so folgt: 

Ist die Gruppe AJ in der FMne allgemeiner Lage x^ = ('önst. redu- 
cihel, so gilt dasselhe von der ganzen Gruppe AJ^ CJ. 

Nach den frttheren Bemerkungen können wir uns mithin in allem 
Folgenden darauf beschränken, diejenigen Gruppen A^f zu betrachten, 
deren zugehörige verki\rzte Gruppen Äi,f in der Ebene allgemeiner Lage 
x^ = Const. irreducibel sind. (Vgl. Schlussbemerkung von Abschnitt D.) 

In der Ebene {x^^z^y^) giebt es nun, wio Lik gezeigt hat, nur 
drei irreducibele Gruppentypen, nämlich diese: 
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Er stens: ^ 

d» ' ay, ^ '^' a? ' aar, ' ^' ay, ^ 2 ^' 9z' 

df df ^/" _L ' j3/' 

^» ä^~ ^1 3//. ' ^1 ä:^ "*" 2^' a^" 

Zweitens: Die vorigen Transforinationen und tlberdies 
Brittens: Ausser den 7 genannten Transformationen noch 






Kttrzer schreiben sich diese Gruppen in ihren characteristischen Func- 
tiouen, nämlich 



.1 



Er st ens: 



Zweitens: 



Dnttens: 



^ > ^1 > 2/1 7 ^1 j ^xVx j y/i5 



I , ^1 j yi » ^^ ^kVi j y? , ^1^1 — 2-e;; 



Wenn wir also in den A^f x^ =*= Const. setzen, so mtissen sich diese 
Transformationen auf die einer der drei soeben angegebenen Gruppen re- 
ducieren, wie wir annehmen dtirfen. Damit ist dann die all^emeine Form 
der Äf^f und hiermit auch unmittelbar die der -4^^/* selbst gefunden. Wie 
dieselbén weiter zu behandeln sind, werden wir im folgenden tlarlegen. 

. * Siehe Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abhandlung IV und V im Archi? 
for Mathematik og NaturvideDskab, 1S78, 1^79* 

Äcta maihån\atiea. 14. Imprimé le 17 janTier 1890. 17 



% 1. l>ie Gruppen Å^ft wélche die Ltnienéletnente der Ebenen 
.r.j = Const. 6- öder ■j-gliedr(g transformieren, 

Wir betrachlen in diesem Paragraphen diejenigen Gruppen A^f, bei 
welchen sich die verkörzten Transfon nationen Å^f ftlr x^ = Const. auf 
den erslen öder zweiten der pag. 129 angegebenen Typen der Ebene re- 
duciereii, bei deneii also A^f die allgemeine Form hat: 



A^=^4 + ^(^+^.D + ^4 + ^(^'l + ^ 



+ ^4^.^-^.a + M^.^ + ^''?9+M^4-*-^'^+"S 



wo die X Functionen von x^ allein bezeichnen .und iin erslen Falle ins- 
beeondere jedes X^, = o zu setzen ist Mit Hölfe der Formeln {3') der 
Einleituiig können wir aua den Incrementen von x^ und z, da x^ bei den 
A^f daa Increment o hat, die zugchörige characteristieche Function W* 
von Atf bcrechnen. Ea zeigt sicli, dass diese die Form hat: 

(i) IV, -i A,xi + li,x,y, + '- C,,f, + IKx, + lC,y, + F, + G,{x,y, - 2z), 

wo At, Bl, , . . . , Gt Functionen von x^ allein sind,'die sich durch die 
^n t ^t! . • ■ ■ T ^tj i" einer uns gleichgUltigen Weisc ausdröckén, und dass 
ini ersien Falle ihsbespndere jedea Gt = o ist. 

Es kommt nun darauf an, die Functionen A^ , . . . , G,, von x^ so zu 
bestimmen, dass Wi , . . . , W, wirkUch die characteristischen Functionen einer 
Gruppe siud, d. h. dass Jedes [W^Wi^] sich in der Form 






darsidlt, wo die c^^ biåsse Constanten sein mässen. Es gilt namlich bekannt- ' 
ticli der Satz: 
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Sind Aif,...,AJ infinitesimale Beriihrungstransformationen in rr^ , x^^ 
Vi > //a » ^ ^^^ T^i > • • • > W, ihre characteristischen Functionen, so zieJU die 
Relation 



die Relation 



{AiA^) = T,Ca.,AJ 



{ir,H;}-zZ.r,,,w; 



nach sich und umgekehrt. Die c^^^ bedeuten hierbei Constanten. 

Wir haben im vorhergeheiiden gleich zivei Fulle zusammengefasst, näm- 
lich deiijenigen, in welchem die zugehörige Gruppe der Ebene x^= Const. 
6-, und den, in welchem sia 7-gliedrig ist. Dass sich aber letzterer Fall 
auf den ersteren zurtickftthren lässt, känn so eingesehen werden: 

- Im zweiten Falle wird eine Anzahl der Functionen Wu die Grösse 
x^y^ — 2if, die wir kurz o) nennen werden, wirklich enthalten. Wir 
wollen diese Functionen zur UnterscheWung mit i2j , i?, , . . . , H^ bezeich- 
nen und unter den W dann nur solche der Functionen (i) verstehen, 
welche von w frei sind. Vorausgesetzt wird nattirlich, dass die Q linear 
unabhangig von einander seien und dass kein Ausdruck Z^ Const. åi frei 
von O) werde. Jedes {TF^VV^} muss sich nun in der Form 

r Const. i2 + Z Const. W 

darstellen. Aber die allgemeine Combinationsformel (5') der Einleitung 

lehrt, dass {IV^Wi:} ebenso wie W, und Wj^ selbst frei von w ist, d. li. 

es muss sein: 

{ \\\ \\\\ = Z Const. W. 

Die infinitesimalen Transformationen {W^) , (W^) , . . . bilden also fUr 
sich eine Untergruppe. Dieselbe ist in der ganzen Gruppe invariant. Wenn 
wir nämlich {IVji^^-} bilden, so erkennen wir unschwer, dass auch dies frei 
von O) ist. Schliesslich Ichrt nun auch die Bildung von {i?ii?ifc), dass 
dieser Klammerausdruck o) nicht enthält. Daraus erhellt aber, dass wir 
unsere ganze Gruppe symbolisch in folgender Form schreiben können : 



(2) 













• • • mt,f. 




9 




'2 


w w w 


^, 
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wo jede Umrahmung die characteristischen Functionen einer Untergruppe 
enthalt und Qberdies andeutet, dass die betreflFende Untergruppe in der 
sie zunächst umfassenden (und ofifenbar* tiberhaupt in jeder sie umfassen- 
den) Untergruppe invariant ist. 

Aus dieser bemerkenswerten Gestalt (2) unserer Gruppe geht nun 
hervor, dass die von {W^) , {W^) , . . . , (W,) erzeugte Untergruppe trre- 
dticibd sein muss, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist. 

In der That, wenn die Gruppe der {W) reducibel wäre, so lehrt 
eine Betrachtung ganz analog der in der Einleitung unter F. durch- 
geftihrten, dass auch die nächste grössere Untergruppe (Wj ),..., (W,), (.Ci) 
reducibel sein mtisst^. Anstelle der a. a. O. mit A^f bezeichneten infini- 
tesimalen Transformationen treten nämlich jetzt/die (W^), anstelle der CJ 
tritt die eine infinitesimale Transformation (i2j, welche allerdings nicht 
wie jene Cfi die Ebenen x^ = Const. unter einander vertauscht. Doch 
dies thut nichts zur Sache und es bedarf auch keiner weiteren Erläutemng 
des Beweisganges, da er sich ganz dem fröheren anschliesst. Ebenso 
können wir ferner zeigen, dass, wenn die Gruppe (Ti^i ),..., (W,), (i2i) re- 
ducibel wäre, dasselbe*von der Gruppe (W,), ..., (W,),(i2j), (i?^)^ in.der 
jene als invariante Untergruppe enthalten ist, gelten wdrde u. s. w^ 
Schliessliches Ergebnis ist, dass die ganze Gruppe der (W) und (Q) redu- 
cibel sein miisste, was aber der Voraussetzung widerspricht, die wir Qber 
sie machen mtissen. 

Biejenigen infinitesimalen Transformationen der ganzen Gruppe also, 
deren characteristische Functionen von cd frei sind, erzeugen eine irredtmbd^ 
invariante Untergruppe, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist 

Hieraus ersehen wir, dass wir uns zunftchst auf die Erledigung des 
ersten Falles, in welchem Wi , ..., W, frei von o) = x^y^ — 7z sind, be- 
schränken können. Sind alle Gruppen in diesem Falle bestimmt, so haben 
wir nur noch infinitesimale Transformationen hinzuzuftigen, deren charac- 
teristische Functionen w enthalten. 

Wir behandeln aJso zunächst das Problem, alle Typen von endlichen 
continuierlichen und irreducibelen Gruppen von Beruhrungstransformationen zu 
finden, deren characteristische Functionen die allgemeine Form haben: 

(3) W^=-^Ä^x\ + li^x.y, +\c,^y\ + D^Xy + E^ijy + i\, (*-i.» .) 

wo die At , Bif , . . . , Fi^ Mosse Functionen von a;, bezeichnen. 
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Wenden wir unseren Blick zurtkck auf die in der Einléitung unter 
O. tuber die EinfUhrung neuer Variabeln gcmachten Bemerkungen, so er- 
sehen wir sofort, dass die Formen (3) (ja auch die Formen (x), was zu 
bemerken fOr späterhin wichtig ist) im wesentlichen ungeändert bleiben, 
wenn neue Variabeln rcj , rcj , y , y\ , yi vermöge einer solchen Bertlhrungs- 
transf or mation eingeföhrt werden, bei denen X5leichungen bestehen von 
der Form: 



(4) 



X, 



= ax[+ py\ + £, y, = p:[ + <>y; + C, 



wCo — 



X^<i 



^ ' .'» I ..^t ^J I ^ ....'» 



z= pz^ + - Ax;' + fjx[y[ + - J^i^i + öa;i + ry, + o, 



in denen a,/9, ^, d , s, ^^Xyfx^VjpjajZ^o blosse Functionen von 
rr, »= x'^ bedeuten. Solche BerQhrungstransformationen giebt es aber in 
der That. Wir brauchen nur die Gleichungen (4) der Bedingung zu 
unterwerfen : 

dz — y^dx^ — y^dx^ = p{dz' — y[dx[ — yi^rrj), ' {p 4= o) 

aus der sich durch Ausrechnung ergiebt, dass diese eine Gleichung in 
die Forderungen zerfäUt: 



(5) 



' ,'3 I -.>-'-.' I ....'i 






Die letzte Gleichung (5) bestimnit y^ durch die accentuierten Variabeln, 
während die beiden ersteren wieder zerfallen in: 



1= afy 1^ + P = a^> ^ = »C 



(6) 



fi = ^, 



v = pd, 



/5C 



d. h. 



p = ad — ^ 4^ o. 
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Wahlt man somit X, fi,)/ ,t, p in dieser Weise, so känn man die Glei- 
ch ungen (4) zu einer vollstandigen Bertthrungstransformation des B^ er- 
ganzen. tTber die Functionen a , /i , r , (f , e y C, f> von- a;, känn man dabei 
noch beliebig, doch so, dass /> 4= o wird, verfQgen. 

Um nun die acccntuierten Variabeln in die. characteristischen * Func- 
tionen Wk einzuftthren, haben wir zu beachten, dass 

ifit. Nach dem frttheren (pag. 121) mttssen wir also W^ erst mit - mul- 

tiplicieren und dann in das Product - W)^ die x[jX'^yZ'y y[ vermöge (4) 

einftthren. Dadurch ergiebt sich die neue ' characteristische Function (in 
der wir, wie öberhaupt von jetzt ab, die lästigen Accente weglassen, da 
wir nur noch die neuen Variabeln gebrauchen, also keine Verwechselung 
vorkommen känn): • 



(7) ^*^;,[^^^«' + ^^*«r + i^'*r' 



•' 1 



+ '-[A,f}t + B,{p:+ sd) + C\d:+ D,i3 + E,d]y, 
'-A,s' +■ i?,c^ + i 6',r + Ih-s + h\C+ F, 



+; 



Nun werden wir die Functionen a , /? , /*, ^^ , s , C> tlber die wir noch ver- 
fögen können, so zu wählen suchen, dass mögliclist viele Terme in einem 
Wi, verschivinden. Wir fragen zunächst, ob wir in (7) die CoefFicienten 
von a*J und yl zum Verschwinden bringen können. Dazu ist notwendig, 
dass 
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muss also Jiirch S = a y 7j==j' und durch f = y9,3y = <? befriedigt werden, 
mit anderen Worten, sie muss die Gleichung sein: 



ar 



/?' p' 



<? 



d' 



= o, 



Daraus folgt (bis auf einen Proportionalitätsfactor, den wir gleich i an- 
nehinen) : 



(8) 



A = r^p, — 2^4 = (a<? + fir)p> ^k = ay5/o, 



weil nänilich p = ad — y?;- ist, Zwischen diesen drei Functionen von a, 
p , y , å besteht aber eine Relation 

4 

Also lässt sich unser Wunsch nur dann erfttllen, wenn wenigstens ein 
Wk existiert, in welchem Bl — A^C,, =t= o ist. Aber dann ist er auch 
sicher erftlllbar, wie man sofort sieht. Den Aitsnahmefall, in welchem in 
(3) jedes Bk = sfÄkCk ist> wollen wir weiter unten vornehmen, um hier 
keine Störung zu bereiten. 

Im allgemeinen ist unsere Absicht, in einem ^^ die Coefficienten von 
x\ und y\ zum Verschwinden zu bringen, erreichbar. Wir haben dazu 
« j /? > r > ^^ gemäss (8) zu wählen, doch derart, dass p = ad — (?r =+= ^ 

bleibt. Dann hat x^y^ in Wk nach (7) den Coefficienten — -^^4=0. x^ 
und y^ haben ferner die Coefficienten: 



-[A,oiS + B,{a:+ er) + C\rC + D,a + E,r], 



-[A,jSs + M^C+ sO) + C,å:+ D,j9 + £-,.4 
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Wollen wir auch diese zum Verschwinden bringen, so haben wir zwei in s 
und C lineare Gleichungen zu erf ollen, deren Determinante lautet: 



I 

Ti 



J,^+B,d B,p+C,d 
d. h. nach (8): 



l,{A,C,-Bf){ad-^\ 



I I 4 I 8 

_ • 

AIso lassen eich auch diese Forderungen durch passende Wahl von e und 
C erföllen. 

Damit wäre dann erreicht, dass ein Wk die bemerkenswert einfache 
Form annimmt: 

Wk = — \p\yi + 9i^i)' 
In dem oben bemerktcn Ausndhmefdl hat jedes W^ die Form 

und es ist klar, dass mindestens zwei Ausdrticke ^it^i 4-/^*^1 und AiX^'\•^^y^ 
von einander unabhängig und =4= o sein mössen, weil sonst die zugehörige 
Gruppe der Ebene x^ = Const. nicht 6-, sondern weniger-gliedrig wäre. Dann 
können wir die allgemeinste characteristische Function der Gruppe bilden 

X[{A,x, + nyy + ...} + t^[{A,x, + r,yy + ...}, {X,fx = Const.) 

wo wir nur die quadratischen Glieder angegeben haben. Diese aber hat 
jene Ausnahmeform nur, wenn för alle Werte der Constanten A , /£: 

{XA,n + fJiA,r)' = {XAl rf ixA^m + fiH) 

■ 

ist, d. h. im besonderen A/£ = o ist. Die Annahme, dass alle charäcte- 
ristischen Functionen der Gruppe jene Ausnahmeform habén, ist also an 
sich undenkbar. 

Wir kehren deshalb zum allgemeinen Falle zurtick. Wie wir ge- 
sehen haben, dörfen wir annehmen, dass unter den characteristisehen 
Functionen (3) der gesuchten Gruppe eine von der Form 

W = Åx,y, + /£, (A 4» o) 
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enthalten sei, in der A und fx Functlonen von x^ bezeichnen. Ehe wir 
hieraus weitere Schltisse ziehen, bemerken wir: Alle eharacteristischen 
Functionen (3) haben die Form u^ + Wp wo u^ quadratisch und homogen, 
Wj linear in x^ , y^ ist. Combinieren wir nun zwei solcbe Functionen 
Wj + Wj und Vj + t;, mit einander nach der allgemeinen Combinations- 
formel (5') der Einleitung, so sehen wir, dass in \u^ + u^ , v^ + ^1 } ^^^ 
quadratischen Glfeder nur diese sind: 



Diese Bemerkung ist fQr das folgende, wo es uns imnier nur auf die 
quadratischen Glieder ankommt und wir deshalb nur diese berechnen, 
von Nutzen. 

Sicherlich muss ein Wi;'ein von NuU verschiedenes A^ haben. Wir 
combinieren dasselbe mit obigem W und erhalten: 

{Bj^x, + Ci,y,)Xyi — {Aj^x^ + Bi,yy)kc^ + . . . 
= — X{AkX\ — C,,y]) + . . . . 

Unter den W^ kommt daher sicher eine Function vor von der Form: 

l{(Txl+ Ty]) + ..., (^4=0), 

wo nattlrlich a und r Functionen von x^ bedeuten. Ihre Combination 

mit W giebt: 

X{Tyl — <TX]) + 

Combinieren wir dies wieder mit W und fahren wir so fort, so ergeben 
sich successive die Functionen: 

(Txl+.Ty\+...y 
X%(rxl + ry]) + ,.., 
X\ox\ + ry]) + ..., 



wo /T 4= o ist. Dies känn, wenn die Gruppe encUich sein soU, nur so ge- 
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schehen, dass A = Const. ist. Dann aber darf A, da es 
I und also: 



o ist, gleich 



gesetzt werden. Wie wir soeben sahen, kommen die Functionen vor: 



d. h. auch 



(tA + ry\ + ...j 



ax\ 



Ty\ + ... , 



dOl/l "T" m t • y 



wo sicher a =^ o ist. 

Ganz analog (indem wir wissen, dass schliesslich unter den W^ noch 
eines, dessen C;^ =t= o ist, existieren muss) ergiebt sich eine characteristische 

Function 

ioy? + . . . , 

wo p sicher 4= o ist. Wir bilden: 

[(Txl + ...ypyl + . ..]= — 4öpa;,y, + • • - , 
[ax] + . . . , (rpXijfi + . . . } = — 2a^pxl + • • • j 
[a^px] + ...,pyl + . . .] = — ^aY^iVi + • • • 



u. 8. w. So ergeben sich successive: 

^p^iVi + . . . , ^VX^i + • • • j ^V^i^i + . . • , 

was niir so angehen känn, dass ap = Const., d. h. etwa = i ist. Dann 
haben wir die beiden characteristischen Functionen 



(T 



Wir bilden weiterhin: 



oxl + ...,^ A,x\ + B.x^y^ + -^G,y\ + . . . 



= — 2ax^{B,x^ + 6\y,) + . . . , 



{(ja^J + . . . , ax^iB.x^ + C,y^ + ..,} = — 2a''CA + . . . , 



-?/? + ..., g'C,x\-\- ... 



-y\ + •••> ^i^\y\ + ••• 



= 4<7C,a;,y, + . . . , 



= 2C;2/J + .... 
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Wenn al so 

vorkommt^ so kommt aucli 

C^Ui + • . . 

vor, analog natttrlich auch 

und daher schliesslich noch 

-Pi^iVi ~r • • • • 

Ausser solchen Functionen, Avelche nur linear in x^ , y^ sind, cnthält also 
die Gruppe nur noch solche von der Form: 

aXi -f- . . . , ~i!/i "T • • • ) 

(T 

AiXi + •• . > ^i^il/i "T • • • ? ^itfl + • • • • 

Da sich ergiebt 

[axl + , . . , BfXii/i + . . . } = — 2(TBiXl + . . . , 
[aBiX] + • • • > ^i^iVi + . . . } = — 2aBllx\ + . . . , 



so muss B^ = Const. seiii. Da schon die charactcristische Function x^y^^ +/i 
vorkommt, so können wir 7?, ee o setzen. Weiter ist 

\ax\ + .. ., C^y\ + ...\^— ^aC.x^yy^ + • • • , 
also oCi = Const. ^benso kommt - -4^ = Const., d. h. 

m (T 
/ 

Åi = Const. a. Ci = Const. - , 
sodass wir offenbar, da schon (tx\ -f- . . . und -y? + • • • vorkommen, 
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setzen dttrfen. Mithin bleiben von den quadratischen Functionen nur 
diese tibrig 

W^ = (TX] + ..., W^= x^y^ + /^(irj, F, ^Uj\ + 

Durch Einfuhrung neuer Variabeln vermöge der Bertihrungstransfor- 
mation 

T I ' 

(9) x[ = XiyJa, y[=y^ — , Xt==Xt, y', = Vi — -^ x^y^, z' = z, 

I 
bei der 

dz' — y[dx[ — y'^dx\ = dz — y^dx^ — y^dx^ 

wird, erkennen wir sofort, dass diese drei characteristischen Functionen 
auf die speciellere Form gebracht werden können 

wahrend die linearen Wj, ihre Form nicht wesentlich andern. 

Es i st etwa: 

Wi = xl + axi + byi-\- c, 

Wt = y\ + dxi + eyi + f, 

wo a , b , . , . y f Functionen von x^ sind. Ihre Combination mit W^ liefert 
die characteristischen Functionen 

— 2x\ — axi + byi, 2y\ — dx^ + ey,. 

Addieren wir die Hälfte der ersteren zu W^ und subtrahieren wir die 
Hälfte der letzteren von W^y so ergeben sich die Functionen 

Ziehen wir ihr doppeltos von W^ resp. W^ ab, so kommt 

x\ — 2by, + c, yl— 2dx^ + f. 

Wenn wir mit diesen wie soeben mit W^ und W^ verfahren, so kommen 
die characteristischen Functionen by^ und dx^j sodass wir einfach 

W, = x] + A, W, = x,y, + IX, W, = y\ + ,; 



I - 
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setzen dlirfen, wo A , /i , v» blosse Functioiieii von x^ sind. Klainineropera- 
tionen zwischen diesen dreien lehreii leicht, dass wir sie endlich in der 
Gestalt annehmen können 

Die ttbrigen, in x^ und y^ linearen characteristischen Functiönen. der 
Gruppe, von denen sicher drei existieren nittssen, da die zugehörige Gruppe 
in der Ebene x^ = Ccisf. 6-gliedrig sein soll, habcn die Form 

Ihre Combinationen mit x] , x^y^ und y\ ergeben, dass ax^ , bx^ , ay^ , &^,, 
c y a^ j ab , b^ characteristische Functiönen sein mftssen. 
Somit ergiebt sich schliesslich die typische Form 



I. 



Xi, 



^^iVi 



y\, 



WO jedes ÄiAj = H Const. B sein muss. 



Wir könnten diese Gruppe auch in ihren infinitesimalen Transforma- 
tionen schreiben. Doch unterlassen wir dies, da sie dadurch nur un- 
ftbersichtlich wird. 

Um nun den ziveiten Fall zu behandeln, in welchem auch charac- 
teristische Functiönen Q mit einem Gliede in 0) = x^y^ — 2z auftreten (vgL 
pag. 132), haben wir zunächst eine solche Function i2, zum Typus I. 
hinzuzufttgen. Ihre Combinationen mit jenen Functiönen mlissen in Ge- 
mässheit der Gestaltung (2) der Gruppe sich durch die Functiönen des 
Typus I. allein linear mit conöTanten CoefFicienten ausdröcken. Wir er- 
halten aber, wenn wir setzen: 

Q,^\äx\ + Bx,y, + \ Cy\ + Dx, + Ey, + F+ Gw, 



durch Combination mit x\: 



2x,{Bx, + Cy, +E), 



mit x^y^\ 



Ax\—Cy\ + Dx, — Ey,, 
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2fj^{Ax, + By, + D), 



Ä,{Bx, + Cy, +E— Gx,), 



A,{Ax, + By,+ D+ Gy,), 



2BM. 



Also sind A , B j C Constanten, die wir offenbar = o annehmen können 

Ferner wird 

E=^ Const. Aij D = S Const. -4< 

und deshalb darf auch E=D = o angenommen werden. Bi^G m\x&& unter 
den Bk enthalten sein, also auch {BkG).G =^ B^G^y ferner B^G^ etc, 
woraus aber, da nicht alle J?t = o sind, lediglich (? = Const. folgt, sodass 
wir 

setzen mtlssen. , 

Damit ist der Typus gefunden: 



II. 





x], 


^i^n 


y\, 






A^ij 


AViy 


B„ 




(wo 


jedes 


AiAj = H Const. 


B.) 




<-j, 


"» •••1*1 '^ '»"i • 


..<. 





Eine weitere Function Q^ mit cd können wir offenbar nicht hinzu* 
fogen; sie wOrde sich ja auch auf x^y.^^^ — 2z reducieren. 

Ob nun die beiden Typen I. und II., welche hiernach^die einzigen 
sind, die es giebt, wirklich irreducibel sind öder nicht, wollen wir erst 
an einer späteren Stelle entscheiden. Wir werden ihre Irreducibilität 
nachweisen, natOrlich nur unter der Annahme s jt> o. 
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§ 2. Die Oruppen Aj^fy C\f, der en Untergruppen AJ äie Linien- 
elemente der Ebensn x^ = Const. 6- öder y^gltedrig transformieren. 

Wir wissen (vgl. pag. 123), dass, wenn die Ebenen x^ = Const. bei 
einer der gesucliten irreducibelen Gruppen von BerUhrungstransforma- 
tionen des B^ wirklich unter einander vertauscht werden, alsdann die- 
jenigen Transformationen der Gruppe, welche diese Ebenen sänitlich einzeln 
stehen lassen, eine invariante Untergruppe erzeugen. Wenn nun bei diesen 
Transformationen die Linienelemente der Ebenen x^ « Const. 6- öder 7* 
gliedrig vertauscht werden, so können wir diese Untergruppe ofFenbar in 
der Forin I. resp. II. des vorhergehenden Paragraphen annehmen, denn 
diese Formen werden aus den allgemeinen Formen derartiger Gruppen 
dådurch gewonnen, dass man gewisse BerClhrungstransformationen ausftthrt 
(vgl. im vorigen Paragraphen die Formeln (4), (5), (6) und (9)), M denen 
stets !t^ sdbst ungeändert hleibt. (Wäre bei denselben auch x^ transfotHiiert 
worden, so dftrften wir die Untergruppen nicht ohne weiteres in der 
Form I. öder II. wahlen.) Zu diesen Untergruppen treten dann noch i, 
2 resp. 3 Transformationen hinzu, welche die Ebenen x^ = Const. unter 
einander vertauschen und die wir frtther (pag. 123) durch C^f, C^fj C^f 
bezeichnet haben. 

Bei C,/* erhalt x^ das Increment dl, bei C,/* das Increment ic^^?/ und 
bei Cg/" das Increment xlåt, Wenn wir aber unter W^y W^y W^ die zu 
(^ifj GjA? Ozf gehörigen characteristischen Functionen verstehen, so hat x^ 
bei diesen drei Transformationen nach den Formeln (3') der Einleitung 
die respectiven Incremente 



dW dW dW 

-pdty -f^dty -f^dt. 

^y, ^y, ^y. 



Mithin ist 



dW, aJF, dW, - 



und W^ , TTj , Tf 3 haben somit die Formen: 

(i) W„ = x^-'y, + <^„.(x, , a;, , y, , z). («-i.».») 
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Die Functionen 0^ , 0^, 0^ mössen wir nun im folgenden durch die 
Forderung einschrauken, dass C^f ^ C^fj C^f mit den Transformationen Äf 
der Gruppe I. resp. II. wieder Gruppen bilden mtlssen, södass I. resp. II. 
in diesen Gruppen die Bolie invarianter Untergruppen spielen. Es muss 
also jedes {A^f, C^f) sich durch die Transformationen Af von L resp. IL 
ollein linear mit constanten Coefficienten ausdrmken. Dies gilt stets, ob nun 
nur 6\/* öder ausserdem C^f oåev schliesslich alle drei Cf z\x den Trans- 
formationen I. resp. II. hinzutreten. Wenn aber {Aj^f^ C^f) sich durch 
die Af allein ausdrttcken soll, so muss dasselbe för die Combination der 
zugehörigen characteristischen Functionen gelten. Daher berechnen wir 
im folgenden die Combinationen der W^ y W^ , W^ mit den characte- 
ristischen Functionen der Typen I. und II. in Gemässheit der Formel (5') 
der Einleitung. 

Es kommt nach (i): 



(2) 



I. 



2. 



3- 



5- 



6. 



7- 



[x] , TT.) = — 2x 



[yl , w„] = 



S0 



m 



Z0 



m 






^>-ar' 



y. 



d0 



m 



2y, ^r- + y\ 



[A^x, ,w„\ = — A, 

{j,y,,ir„)= A, 



d0. 



S0m 

"äT' 



m 



dx. 



jl^ Xi X2 



A[y,xr\ 



' /v.m— 1 



{B,, W„] = — B',x; 



Ky.-2.,Tr„)^./^ + ,/^+2/^ 



B. 



30 



m 



3z ' 



dx. 



3y. 



dz 






2<P«. 



Um uns bequemer ausdrQcken zu kOnnen, wollen wir den Fall, in 
welchem die Linieneleinente der Ebene a;, = Const. bei festgehaltenen 
Ebeiien vermöge I. transforiniert werden, deti Full G^, den, in welchem 
sie vermöge II. transformiert' werden, den Fall <?, nennen.- 

Nach dem obengesagton mftssen sich nun im Falle G^ die Func- 
tionen (2), , (2).^ , . . . , (2)^ durch die in I. vorkommenden, im Falle <?, 



Bestioimung cincr Klassc Ton BcrUhrungstransfonnationsgruppcn. 



145 



die Functionen (2)j , (2)^ , . . . , (2)^ durch die in II. vorkomuienden charac- 
teristischen Functionen linear mit constanten CoefFicienten ausdrQcken. 
In beiden Fallen mössen also die Functionen (2)^ , . . • ? (2)^ jedenfalls 
linear in z sein und zwaf muss z einen constanten Coefficienten haben 
(der im Fallc G^ sogar gl^ich Null anzunehmen ist). (2)^, (2)^ und (2)^ 
lehren also, dass 



d0 



m 



20 



m 



a* 



m 



dx. 



dz ' dy^ 



samtlich nur linear in z sein können (denn die Ai und B^ in I. öder II. 
sind nicht samtlich ee o). (P„. hat daher die Form: 



(3) 



<^;n -/..(.'^a)^' + 9''m(^l ^ ^7 » ^l)^ + J^m(^l y ^2 , ?/l) , (m-1.2.3) 



wo /^ nur von x^ abhängt. 

Aber noch mehr! Infolge von *(3) kommen in den Functionen 
(2)j , . . . , (2)^ folgende Coefficienten von z vor: 



(4) 



I. — 2X 



dé 



V''m 



' ^//, 



2X\X 



mJ 



2. 



3- 



4- 



5. 



6. 



T 






— Vi 






dilf 

2.'/. -hr + 2y\x«n 



dx. 



4r, 



Sy*™ 



2^iSr,;j^„, 



m* 



Sie mössen constant sein. Nach (4)^ und (4)^ ist also: 

^» V' "ä? ~ ^^'' if) ~ -^•'^iyi/'« ^ -'^^ ^^^^•^*- + -^^1 Const., 
daher nach (4).^ auch: 

Ai . Const. — ^AiOTiy^Xm ^ ^1 Const. ^f- yi Const. , 

Aita mnOmnntica. 14. Tmprlmé le '.JO jauvler 1890,- 
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was, da Ai iiur von x^ abhängt, nicht änders möglich ist, als dass säint- 
liche Suminanden einzeln gleich Null sind. Wir erhalten dadurch 

(5) Xm^O, 

und ausserdeni muss {4)^ gleich .Null sein, d. h. es ist 

(6) (l}^-^<f\,{x,y,,x.;). ' 
(4)^ und (4)3 werden nunmehr zu 

Dies aber sind nur 4lann Constanten, wenn ^^ frei von x^y^ ist. 
Soniit ergiebt sich nach (3),- (5) und (6): 

Es ist aber fttr die folgenden Betrachtungen bequemer, 0^ in dieser Form 
zu schreiben 

(7) ^m = — ^ i^mCa'») . (a^i^i — 2z) + o}„{xi , Xi , y,), (»-i.».») 

wo ^'^ eine Function von x^ allein bedeutet. Diese Form stimmt im 

wesentlichen mit der vorhergehenden öberein. 

Wenn wir diesen Wert (7) in die Formeln (2) cinftthren, so ergiebt 

sich, dass 

\xU TF.„} ={xUa,„] =S„ 

[A^i , W„] ^[AiXt , a>„] — AlXyX^-' — ^^At</<„x, = S„ 
M,y. . T-K™ 1 = { A,iji ,<o„,] — A',y, x^-^ — I A,<p„ih ^S„ 



2 



Die rechtcn Selten S^, . . . , S^ resp. S^ , . . . , S. inössen sich, wie wir 
wisscii, als characteristischc Functionen dfs Typus I. resp. II. diinästellen. 
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Wir bilden nun: 



und 

I ^ . I ^ 2 3€«i,H 2 d(0,n 



\n 



x' 






Relationen, von deren Richtigkeit man sich durch Ausrechnung tiberzeuge. 
Hieraus folgt: 



2 
X 



I Vi \*i Vi / 



Die S besitzen, da sie characteristische Functionefl von I.' resp. IL sein 
mtlssen, sämtlich die Form: 

Const.rrJ + Const.:r,yi + Const.i/i 
+ SConst. ^a^i + SConst. -4^1 + SConst.^ + Gou^i.{x^y^ — 2z). 

Wenn wir also in unserer letzten Identität die von x^y y^, z freien Glieder 
links und rechts vergleichen, so ergiebt sich: ' 

S Const. A = Const. Ai — 4 A^x^"^ — lA^ip^j 
d. h.: 

(8) 2 A^x"!^-^ + A,4>^ ^ Z Const. ^. 

Daraus folgt nach den obigen Werten von 8^ und S^y dass ebenso wie 
S^ und 8^ "selbst auch {-^jiTj, ö>,„} und \A^y^ya)J^ characteristische Func- 
tioncn des Typus 1. resp. II. sein mttssen. Weil ferner in 8^ 

ist, da 2?^ und w^ blosse Functiönen von x^ resp. x^^x^^ y^ sind, so ergiebt 
sich, da S^ auch characteristische Function von I. resp. II. sein muss: 

(9) ' Bk^r' + B,ip,„ - Z Const. B. 

Unsere Betrachtungen lehren also, dass die Combinationen der charac- 
teristischen Functiönen von 1. resp. II. mit cd^ allein (statt mit TFJ wieder 
characteristische Functiönen von I. resp. II. sein milssen, d. h. dass die 
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Gruppe L resp. 11.^ mit der zu w^ gehörigen infinitesimalen Beruhrungstrans- 
formation eine Gruppe erzeugt, ivelche die Gruppe I. resp. II. zur invarianten 
Untergruppe hat, Diese (grössere) Gruppe muss nun wieder eine der ty- 
pischen Formen I. resp. 11. haben, d. h. a)„^ hat die Form: 

o}„, ■::z ax] + hx,y^ + cy\ + Bx, + Ey, + F + g{x,y, — 2z), 

wo a , b , c y g Constanten sind (von denen ini Falle G^ g = o ist) und 
D j E j F Functionen von x^ bedeuten. 

In der characteristiscben Function(i), welche jetzt die Form hat 

W^ - ^r^y-i — \ ^m(^iyi — 22f) + ö>^, 

können nun aber offenbar die Glieder gestrichen werden, welche fftr sich 

genommen characteristische Functionen von I. resp. II. sind. Mithin dUrfen 

wir setzen 

o>,„-I)x, + Ey, + F. 

Gerade so wie pag. 14 1 ergiebt sich hier weiter, dass I>.rj , Ex^ , Dy^ , Ey^ 
characteristische Functionen^ von I. resp. II. sein mttssen und also D = E=o 
gesetzt werden känn. w^ reduciert sich also schliesslich auf eine blosse 
Function von x^. 

Im Falle G^ muss tibrigens wegen 

(o^ characteristische Function von ll. sein, d. h. dann darf w^ = o gesetzt 
werden. 

Die Formeln (8), (9) und nach (i) und (7): 

(10) W,„ = a;r>2 — I <pm{r',){Xi Vi — "^2) + ö>..(^»)' 

wo im Fall G^ <w„ = o ist, stellen das Resultat unserer Betrachtungen dar. 
Wenn wir nunmchr vermöge der endlichen Beröhrungstraiisforination 

rr, = a;;, y, = />>; — pp'{x\y\ — 2/) + t/{x^), 

2 = p^z' + <r{xi), 
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wo 

dz — y\dx^ — y^dx^ = p^{d^' — y\dx\ — y^^x'^ 

ist und im Falle G^ ^(p^q) = o angenommeii werden soll, neue Variabeln 
in Gemässheit der unter C. in der Einleitung gemachten Bemerkungen 
rinffthren, so ändern sich die Typen I. und II. nicht wesentlich. Wohl 
aber ist W^ zu ersetzen durch: 



/ m -1 



— %<Pm'{x[y'i — 2-?') + ;^ö>„. + :^^».«'- 

Wählen wir also p{Xi) und ff{x'j) so, dass: 



I 

wird, was immer möglich ist,,ohne dass/^^^o zu werden braucht, so folgt, 
dass W^ die einfache Form annimmt: 

wenn namlich in den neuen Variabelnbezeichnungen die unnötigen Accente 
weggelassen werden (und zwar gilt dies atich im Fall G^y denn dann ist 
ja cwj = ö* = o zu nehraen). 

W^ und WTg ändern ihre Form nicht wesentlich bei Einftihrung jcner 
neuen Variabeln. 

Wir erledigen nun nach einander die 3 Fälle, wo i) nur TFj, 2) auch 
TFj, 3) alle drei W zu den characteristischen Functionen I. resp. II. hin- 
zutreten. Zu bemerken ist, dass die obigen Formeln fur alle drei Fälle 
gelten. Auch ist klar, dass mit (8), (9) und (10) .alle Bedingungen, welche 
aus der Forderung der Gruppeneigenschaft fliessen, erschöpft sind, aus- 
genommen die aus den Combinationen der W unter einander folgenden^ 

Er st er Fall: m = i . 
Hier tritt zu I. resp. II. nur hinzu nach (11): 
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und (8) und (9) liefern för m = 1: 

2 ^; = r Const. ^ , Bk^T Const. B . 
Diese Gleich ungen lehren, dass die A die Formen haben: 



Ä;J'e""«. 



(fTj = o , I , . . . , 5^ , oCi = Const, , i = I , 2 , . . . , 5) 



und die B die Formen: 



xV^e^' 



kX, 



{n= Oy I y...ytk, ^J, '= CoUSt. , Ä = I , 2 ,...,<) , 



aber nattirlich derart, dass immer, wie in Typus I. und II. verlangt wird, 
das Produet zweier Ä ein B ist. 

Berttcksichtigen wir dies, so können wir schliesslich im vorliegenden 
Falle folgende beiden Typen angeben: 



III. 













^1, ^iViy y\j 










- 








/pl^igöix, 


'd/j , X^ c ^ifi y X2 











«T, = 


0, 


I 


,2 


, . . . , 5< , 


«< = Const., 


• 

t = 


I , 


2^. 


. , 5, 


7* = 


0, 


I 


,2 


i * • • J*kJ 


y9j. — Const. , 


&- 


I, 


2,.. 


. , r , 










sodass 


jedes ajJ^-sc^^+^J"^ die 
















Form 


Z Const. 35? e^*" 


hat. 









und: 



IV. 



Dieselben characteristischen Functionen wie bei III. 

und ausserdem noch 

x^y^ — 2z. 



Zweiter Fall: m = i , 2 . 
In diesem Falle tritt zu III. resp. IV. nach (10) noch hinzu: 

W^ = x^y2 — ^-<f^^.{x^y, — 2z) + ö>,. 
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Weil: 

ist, so muss die rechte Seite eine characteristische f^unction des Typus !• 
resp. II. sein. 

Im Fal le G^ ist daher ^2 = o, i in Fall G^ ^i^Const., in beiden also 

^2 = — 2ax^ — 26 

zu setzen, wo a und b Constanten bedeuten, derart dass im Fall 0^. a = o 
gesetzt werden muss und im Fall G^ b = o gcsetzt werden darf (da dann 
x^y^ — 2z in der Gruppe selbständig auftritt). 
(8) utid (9) ergeben fiir m =^ 2: 

2AIX2 + Ai{ — 2ax2' — 26) = SConst.-4, 

Hl-x^ + ^k{ — 2aa;2 — 26) ~ S Const. B. 
Da fQr 

A^ = xf^e''^, Bj, = a;?e^*'» 

die Relationen bestehen: 

A\x2 = (TiAi + aiX^Ai, 

B[X2 = Tk Bk + fikX^Bj^y 

so können wir dafQr schreiben: 

(2<r< + 2aiX.2 — 2ax2 — 2h)Ai = 12Cox\&t.A, 

{Vk + liu^2 — ^^^2 — ^^)^k = S Const. i/, 
d. h.: 

(2oc< — 2a)x2Ai = S Const. ^, (^^ — 2a)x2B,, = S Const. B. 

Wenn somit 2ocj — 2a nicht fttr jedes 9, gleich Null ist, so ist mit A^ 
auch stets x^Ai eines aus der Reihe der A, Da jedoch die gesuchten 
Gruppen endlich sein sollen, so darf dies nicht sein, d. h. es ist 

2a, — 2a — o, 
Ebenso folti^t: 

/il,— 2(1^- O, 

d. II.: 

«( = «. Ä = 2(1. 
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Da also nur ein a, = a und ein jj^ = 2a vorkommt, so sind die A resp. 
JU die Functionen: 



resp, 



• *4''2 ^ 9***9 2 



9 2 ) * * * 9 2 9 



wo, da jedes Product zweier A sich durch die B ausdrttcken lassefn muss, 
notgedriingen 

ist. 

Ferner wird jetzt: 

W^ = x^y^ + (rt:r, + h){:x^y^ — 2z) + w^ , 

wo öij, wie die obige Combination [TFjTr,} léhrte, characteristische Func- 
tion des Typus I. resp. II. sein muss. 

Im . Falle G^ ist aber, wie gesagt, a = o und also ö>J von der Form : 



(O 



sodass 



J = S-Const. 0^2, 

o 



r+1 



wird. Da aber i , iTg , rTj , . . . , rr^ selbst characteristische Functionen sind, 
80 dttrfen wir einfach 

(r^^Oonst.) • 



Ö>2 ^ CX-^^ 



setzcn, sodass sich der Typus ergiebt: 



V. 



• 


XiVi , 


y?, 


1 9 2 1 9 


^2*^1 ' 


• • * 9 ^2*^19 . 


Vi ' ^2^/1 9 


^li/i , 


• • • 9 ^22/1 > 


^ 9 ^2 9 


a?» , 


• • * 9 '*'2: 


• a;,y, + i(x,y, 22) + cx^+K 




< > 25. 
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Im Falle G^ dagegen lässt sich b = o machen, auch ist dann nach 
dem frtiheren (siche S. 1 48) (0^ = zu setzen. Also wird dann 

Föhren wir neue Variabeln vermöoje der BerQhruntystransforination 

JL-y C? »Ä/j j »t/j »*.'2 j (df — ~ O ^ y 



(12) 



ein, so bleiben x\ , x^y^ , y' , a^iyi — 2,2? als characteristische Functionen bis 
auf andere Variabelnbezeichnung ungeandert, während die 



o «flj*« 



,T ^3ajr, 



resp. öbergehen in 



Anstelle von W^ tritt 



anstelle von W^\ 



^ff^wur,^ /y»/»"-*^»^/ /»•'/>*"*« 






!/i — «Kyl — 2^'). 



^2^2* 



Da o^lyj — 2/ in der transfonnierten Griippe selbständig auftritt, so können 
wir in dem neuen W^ a = o setzen und es folgt der Typus: 



VI. 





*i » ^lVi » ?/u 






^1 , 


2 *^ 1 ' 2 •^^ 1 > • • • 


> 


2 1 9 


Vi , 


^22/1 ) ^'2l/\ J • • • 


> 


^2^1» 


I , 


ftC/n « »4/<2 • • • • 

XiV, 2Z. 
(t > 2S) . 


> 


^2 » 



Drifter Fall: w = i , 2 , 3. 
Hier tritt zum Typas V. resp. VI. noch hinzu 

^3 = X]y^ —\<Pz' (^l?/l — 2-2?) + Ö>8 . 



Åcta mathenuitiea. 14. Imprimé lo 21 jaiivlcr 1800. 
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Es ist nämlich zu beachten, dass die EinfOhrung neuer Variabeln vennöge 

(12) die Form von W^ nicht wescntlich geändert hat. (8) und (9) er- 
geben nunmehr fur 7/1 = 3: 

(13) 2i4Ja;? + ^,^3 = SConst.-4, 

(14) B'kXl + A <f^3 ^ ^ Const. B. 
Fiir das specielle A^ = i kornmt sofort: 

^3 ~ S Const. A ~ ^^c^xl. 

In (13) eingesetzt giebt dies ftlr das letzte Ai = x'^: 

2sx\^^ + x\Y,„c^xl~H„Gon9X.xl, 

o o 

(J. h. es ist 

■25 + (?, = o, C3 = C3 = . . . = c, = o, 

also: 

In (14) eingesetzt folgt för Bk = rrj: 

tx*^^ + ^2(^0 — 25X2) = S- Const. irj, 
d. h.: 

t = 2S. 

lin ftbrigen werden jetzt oflxjnbar alle Relationen (13) und (14) 
crföllt. 

Wir coinbinieren uun: 



<^W. 



(15) { W; , W; } . {y., , W, } = V;,^ = 2:r,y, + s{x, y, — 2z) + ä>;. 



i 



lin Fallo G^ nuiss dies characteristisclie Function von Typus V^. sein, 
d. h. dann niuss 

{s — 2h)[x^y^ — 2Z) + ft>3 — 2c4+^ 
cliaracteristischc Function voni Typus I. sein. Folglich haben wir: 

(16) s = 26; a>3 — 2cxl"^^ = ^'Tt^I^ (Tt — Cönst.). 
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Wir bilden noch in diesem Falle G-. 

{ W, W, ) = — x\y^ — c{t + i)x',+' + sx^{x,y^ — 2z) + x.,a)'^ 



I 






+ 2cisX.^ Co] J'2^^ 2& 



a>. 



- — H-; + (s^iT, — -! c,)(:r,y, — 2^) + 2ft>., — 6'(/ + i):r;+'+ ;r.ö>; 

+ 2c(5rr.^ Co] x^^^ — 2^0)3 . 

I)ic rechte Seite mit Ausnnhine von W^ muss charucteristische Function 
von (i) sein, d. h. es ist zunächst: 



2sx^—^-c^=o 



daber 5 = Co = o, also nach (16) i = o; wegen ^= 25 = o terner: 



CO 



ji 2CX2 — ^0 » 



((f-Conit.) 



(O, --= cx\ + ;-,a;, + d. 
Eiijgcsetzt folgt, dass 

2ca?2 + 2;'o^2 + 2rf — ca:^2 + 2cj;^ + 7-0^2 
characteristischc Function sein muss, d. h. es ist: 

^' = To = o 

und folgiich lautet der Typus im Fall ö^, da in (o^ die Constante d 
gestrichen werden darf: 



VII. 



Xi j 


XiVx , 


y], 


Xi , 


Vx » 


«, 


2/2 1 


^4?/2 > 


X^l/j. 



lui Fall ö^ endlich ist Wg=o, also auch (15) wirklich cinc charac- 
teristische Function Aom Typus VI. Wir haben dann nocb zu combinieren, 
indem wir c^ wegen x^y^ — 2z streichen dQrfen: 

[W, , ir,} = {.r5.Vi , .T»y2 + sx.,{x^yt — 2z)] = — TV, + 25X,(a;,»/, — 22), 



156 

d. h. es ist 
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O und daher t = 2s —- o, 



■ :■ 1» 



sodass ^jj ~ o wird. Der Typus lautet folglich: 



VIII. 



Xi , 


^iVi , y\^ 


Xl 9 


2/. . I, 


Vi , 


^2^2 > ^iVli 


^i 


y^ 2z. 



Hiennit sind nun alle Typen aufgestellt worden, bei denen die Linien- 
elemente der Ebenen x^ = Const., wenn diese festgehalten werden, 6- öder 
7-gliedrig transforiniert werden. 

Die Frage, ob die Gruppen III. bis VIII. nun auch wirklich irrediicthél 
sind, ist noch nicht entschieden. Doch ist soviel klar, dass alle unsere 
Typen irreducibel sein mttssen, sobald es jede Gruppe voni Typus I. ist. 
Dies allein bliebe also noch nachzuweisen, denn alle Gruppen II. bis VIII. 
enthalten Untergruppen von der Form I. Den Beweis verschiebén wir 
auf spJlter. 



g 3. Die Grujypen Aj^fy welche die Linienelemetite der Ebenen 
x^ = Const. zehngliedri^ transformieren, und die zugehöé inen 

Gruppen von der Fomi AJ ^O^f, 

Es inögen in allem folgenden TTj , . . . , TTj^ die characteristischen 
Functionen derjenigen infinitesimalen Transformationen bedeuten, welche 
die irreducibele lo-gliedrige Gruppe von Bertihrungstransformationen der 
Ebene (^i,^,J/i) erzeugen (siehe pag. 129): Es sei also 

W,^i, W, = x,, W,=y,, W, = xl W, = x,!/,, W^^y], 
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Alsdann hat. die ällf/enieine infinitesimale Transfonnatmi derjenigen 
Gruppe, dio wir jetzt aufsuchen, eine characteristische Function von der 
Form 

10 

wo die ce>jtf Functionen von x^ allein bezeichncn. Es géht dies uninittelbar 
aus den ersten Betracht ungen des § i hervor. Die gesuchte Gruppe sei 
r-gliedrig, sodass r >^ lo ist, weil sonst die gesuchte Gruppe in der Ebene 
x^ = Const. die Linienelemente weniger als lo-gliedrig transformiertv (Vgl. 
in der Einleitung unter E.) 

Da die Gruppe der (i?) also die Linienelemente der Ebene allgeineiner 
Lage x^ = Const. gerade lo-gliedrig transformiert, so giebt es gerade 
(r — I o) unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe, welchö 
alle Linienebene einer bestiinmt gewHhlten Ebene allgemeiner Lage x^ = x^ 
einzeln stehen lassen. Es giebt also unter den ä (r — lo) characteristische 
Functionen — die wir durch 0i , . . . , 0r-io bezeichnen wollen — , deren 
zugehörige Transformationen die Linienelemente der Ebene x^= xl säint- 
lich invariant lassen. 

Ist r gerade gleich lo, so bleiben die Linienelemente in allén Ebenen 
Xy = Const. fest, sobald sie in einer Ebene x^ = Const. festgehalten werden. 

Ist dagegen r > lo, so erzeugen die zu (Pi , . » . , <Pr-io gehörigen in- 
finitesimalen Beruhrungstransformationen eine (r — loygliedrige Unter- 
gruppe der gesuchten Gf^ppe, Wir behaupten nun, dass diese Untergruj^pe 
in der ganzen Gruppe invariant ist. In der That, wenn wir auf eine Be- 
rQhrungstransformation (0), welche alle Linienelemente der Ebene x^ = xl 
stehen lasst, eine andere Bertihrungstransformation (j2) der ganzen Gruppe 
ausftthren, welche sie unter sich transformiert, so ergiebt sich selbstver- 
ständlich wiederum eine Beruhrungstransformation, welche alle Linien- 
elemente der Ebene x,^ = xl einzeln invariant lässt. 

Wenn Avir nun die zu der invarianten Untergruppe {0) der Grupj^e 
(i2) gehörige verklirzte Gruppe betrachten, vermöge deren bei jener die 
Linienelemente einer der Ebene x^ = x^^ benachbarten Ebene x^ = x^ unter 
einander vertauscht werden, so ist klar, dass diese verkftrzte Gruppe sich 
auf eine invariante Untergruppe der Gruppe der (W) öder auf diese 
Gruppe selbst reducieren muss. Es känn nur letzteres eintreten, da fiäm- 
lich die Gruppe der (W) keine invariante Untergruppe — ausser eben $ich 
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selbst — besitzt, Mithin folgt umgekehrt, dass die Functionen sich aus 
(dlen zéhn Functionen W zusarnmensetzen: 



10 

I 

1 



0^ lE S^JP^f (iCj)^* ^^^'^'^ '■~*^^ 



und zwar so, dass diese (r — lo) Functionen sich fttr x^ = Const. fiui nicht 

weniger als lo von einander unabhängige Functionen reducieren. Es inuss 

'also r — lo niindestens gleich lo scin, sobald, wie wir annahnien, r> lo ist. 

Die von den (r — lo) unabhangigen infinitesinialen Beröhrungstrans- 
fonnationen (0) erzeugte Gruppe transformiert nun die Linienelem'ente der 
der Ebene x^ = x\ benachbarten Ebene allgemeiner Lage x^ = x\ gerade 
lo-gliedrig. Es giebt mithin gerade (r — 20) unabhangige infinitesimale 
Transforinationen dieser Gruppe, welche alle Linieneleinente dieser Ebene 
X-i = x'<2 stehen lassen. Es seien dies die Transformationen (^'1), ... ., (^r_2o)- 

Die von (V,) , . . . , (VC^^o) erzeugfe (r — loygliedrige Gruppe (die sich, 
wenn r gerade gleich 20 ist, auf die Identität reduciert) ist nun wieder 
eine invariante Untergruppe der (r — loygliedrigen Gruppe (^i), .., (^r-io)- 
Man känn auch zeigen, dass sie einc invariante Untergruppe der ganzen 
r-gliedrigen Gruppe (fij) , . . . > {Q^ ist. 

' Begrifflich ist dies sofort einzusehen, was darin liegt, dass die Gruppe 
(V''i) > • • • > {^\-2o) auch so ge^vonnen werden känn, dass zunächst die Liriien- 
elemente der Ebene iCj = o^i, dann erst die der Ebene X2 = xl festgehalten 
werden. Es seien nänilich Xj , . . . , X^_io die characteristischen Functionen 
der (r — 10) unabhangigen infinitesimalen Transforinationen der ganzen 
Gruppe, bei denen allés in der Ebene x,^ = x\ fest bleibt. Die Gruppe 
(tf'*) ist alsdann invariante Untergruppe sowohl der Gruppe (^) als auch 
der Gruppe (X), welche beide wieder invariante Untergruppen der Gruppe 
(i?) sind. Einer^eits hat also jedes \^W\ die Form S Const. ^, andorer- 
seits die Form S Const. X. Beide Formen aber können eben nur dann 
tibereinstimmen, wenn sie gleich S Const. ¥'' sind, deifn die (V') sind die 
einzigen den Gruppen (0) und (X) gemeinsamen infinitesimalen Träns- 
formationen. 

Genau so wie oben bei der Gruppe (0) erkenncn wir nun auch, dass 
sich die characteristischen Functionen der Gruppe (V'), wenn in ihnen för 
x^ eine Constante gesetzt wird, auf gerade 10 unahhmigige Functionen — 
auf die W — reducieren etc. 
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Soiiiit .ergiebt slch folgciides Resultat: 

Entweder ist r r= lo öder nicht. 

Im letzteren Falle ist r > lo und zwar = 20 öder > 20. Im letz- 
teren Falle wiederum ist r = 30 öder r > 30 etc. Schliesslich folgt, dass r 
ein games VieJfaches von lo ist, Alsdann existiert eine lo-gliedrige Gruppe, 
die in einer 20-gliedrigen, mit dieser zusaminen in elner 30-gliedrigen 
etc. invariant ist. Die lo-gliedrige Gruppe hat die Beschaffenheit, dass 
ihre characteristischen Functionen sicli för x^ = Const. auf TFj , TF^ , ..., W^^ 
reducieren. 

Im folgenden werden wir naturgemäss zunächst diese i o-gliedrige Gruppe 
zu hestimmen sucken. Alsdann haben wir weitere 10 infinitesirnale Trans- 
fonnationen hinzuzufögen, sodass die i o-gliedrige Gruppe in der so ent- 
stehenden 20-gliedrigen als invariante Untergruppe enthalten ist, etc. 

Unser Problem ist jetzt also das folgende: 

Es sind lo cliaracteristisclie Functionen gegeben von der allgemeinen Form: 



10 



wo die W obige characferisfische Functionen der irreducibelen zehngliedrigen 
Gruppe von Beruhrungstransformaiionen der Ebene (x^ , -2? , yj sind. Djtese 
10 Functionen Q^ soUen linear unabkungig von einander bleiben, tvenn in 
ihnen fur x^ eine nicht gerade ganz speciell geivählte Constante gesetzt tvird. 
Man soll die Functionen a)ki{x^ so bestimmen, dass die ä^ die characteristischen 
Functionen einer Gruppe von Beruhrungstransformationen des B^ bilden, 

Nach Lie lässt sich dieses Problem verhältnismassig einfach erledigen, 
wenn man von einem gewissen allgemeinen Satze der Gruppentheorie Ge- 
brauch macht. Doch bedarf cs dazu der folgenden VorbemerK'ungen: 

Interpretiert man in der in der Einleitung unter t. schon bemerkten Art 
^1 > -2? , y^ als Punktcoordinaten eines dreifach ausgedehnten Raunies I\, so 
stellt die lo-gliedrige Gruppe von Beriihrungstransformationen {W^),...^[W^^ 
der Ebene in diesem I\ eine lo-gliedrige Gruppe G^^ von Punkttransforma- 
tionen dar, welche die Gleichung 

dz — yidx^ = o 
invariant lässt. 
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Wenn man nun statt x^ ^ z ^y^ neue Variabeln vermöge einer blossen 
Punkttransformation des I\ einföhrt, indem man setzt 

^' = ^1 , ?/ =\yiy ^' = ^ — \ ^1^1 ' 

so geht (tj^j in eine neue Gruppe von Punkttransformationen des Raumes 
Fi{x\ y\ z') Qber, nämlich in eine projective und zwar in die allgemeinste 
projective Gruppe, tvelche einen linearen Liniencomplex des F^ invariant lässt. 
Dieser lineare Complex wird definiert durch die Gleichung 

dz' + x'dy' — i/dx' = o , 

welche aus der obigen: 

dz — y^dx^ = o 

durch EinfQhrung der accentuierten Variabeln hervorgeht. Die genannte 
projective Gruppe des /^ woUen wir mit G[yf bezeichnen. Ihre infinitesi- 
malen Transformationen lauten entsprechend den Functionen TFj,...,TF,^ 
folgendermassen : 



G\n' 
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r', q' + xY, p'-'yy, x'q% x'p'—y'q', y'p\ x[p' + t/q' + 2z'r\ 
zV + x'{xY + y'q' + zV), z'p' — y\xy + y'q' + z'r'), 

df df df 

wenn namlich unter p\ q\ r' resp. ^ 7, ^, , ^ verstanden wird. 5/^ com- 

hinieren sich — abgesehen von Vorzeichen und unwcsentlichen Zahlen- 
coefficienten — genau so wie die W selhst, 

Wie schon hemerkt, lässt die Gruppe G\q den linearen Complex 

dz' + x'di/ — y'dx' = o 

invariant. Ausser diesoni iJlsst sie keinen weiteren linearen Complex in- 
variant, denn ein soldier wRre ja definiert durch eine Gleichung 

X'dx' + Y'dy' + Z'dz' = o, 

die hei der Gruppe G[q invariant bleiben mtisste. Wenn wir aber in 
dfeser Gleichung die ursprunglichen Verllnderlichen wieder einftihrten, so 
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erhielten wir eine bei der Gruppe 6',o öder also bei der Gruppe (W^i),-..,(W^io) 
invariante Gleiehung 

X^dr^ + Y^dy^ + Zdz = o. 

Aber die irrreducible Gruppe von Bertthrungstransformationen (Tr,),...,(TF,o) 
lässt nur eine solche Gleiehung, nämlich 

dz — ?/j dx^ = o 

als invariant zu. Denn eine Gruppe von Bertlhrungstransformationen der 
Ebene (^1,^,^1), welche ausser dieser noch eine derartige Gleiehung 
X^dx^ + i\dy^ + Zdz = o- invariant lässt, ist nach einem bekannten all- 
gemeinen Satze, den wir hier nicht beweisen, reducibel. 

Die G\q lässt somit einen und nur einen linearen Complex invariant. 

Diese G[q besitzt nun zwei Arten von siehengliedrigen Unfergruppen. 
Bei einer siehengliedrigen Untergruppe der einen Art bleibt ein Punkt, 
bei einer der zweiten Art eine Complexgerade des P'^ invariant. Alle 
Gruppen der einen Art sind innerhalb der G\q mit emsmder gleichberechtigf. 
Dasselbe gilt von allén Gruppen der anderei> Art. Es hat dies seinen 
Grund darin, dass die G[o jeden Punkt der F'^ in jeden anderen und jede 
Complexgerade in jede andere tiberzuftlhren vermag. Um also einen 
Typus för die eine öder andere Art von siehengliedrigen Untergruppen 
zu erhalten, braucht mail nur unter den Transformationen der G[q die- 
jenigen 7 auszuwählen, welche einen bestimmten Punkt, z. B. den unend- 
lich fernen Punkt der ^'-Axe, öder eine bestimmte Complexgerade, z. B. die 
Axe des Ebenenbtischels y' = Const., fest lassen. 

So findet man die beiden Typen: 

(O r% q' + xY, p' — y'r\ x',q', x'p' — y'q', y'p\ x!p' + y'j' + izY 

und 

(2) r', r/ + .rV', p' — y'r\ x'p' — y'q\ y'p', .ry + yV/ + 2^ 

z'p'~y\x'p' + y'(l' + z'r'). 

Dem einen entspricht in den [W) die Gruppe 
dem anderen die Gruppe 
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Dass sich die beiden Typen durch keinerlei Punktfransformation in einander 
uherfuhren lassen, lehrt ihre Zusammensetzung öder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die der Gruppen (i') und (2')/ In der That, die Gruppe 
(i') besitzt eine invariante eingliedrige Untergruppe (TTJ, die Gruppe (2') 
aber hat, wovon man sich durch einfache Berechnung tiberzeugen mag, 
keine invariante eingliedrige Untergruppe. Es ist hierzu zweckm&ssig, die- 
Combinationen {TF^TFit} zu kennen. Hierzu diene die folgende Tabélle, in 
welcher jedesmal der Schnitt einer Horizontal- mit einer Verticalreihe die 
Combination der ersten Glieder dieser Reihen angiebt. 
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Mit Hulfe dieser Tafel lilsst sich leicht zeigen, dass es keine infinitesimale 
Transformation der Gruppe (2') giebt, welche mit einer beliebigen infini- 
tesimalen Transformation dieser Gruppe (2') combiniert, immer wieder -r- 
mit einem Zahlenfactor — reproduciert wird. 
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Nach dieser Iftngeren, aber notwendigen Einschaltung kehren wir zu 
unserem Problem, zur Gruppe (fij , ..., (5^^,), zuröck (pag. 159). 

Bei dieser Gruppe bleiben die Ebenen x^ = Const. einzeln invariant. 
Wir betrachtcn nun die Gruppe von Bertihrungstransformationen, welche 
in der Ebene x^ = x^ durcb die Gruppe (fi) bestimmt wird. Ihre cha- 
racteristischen Functionen ergeben sich aus i?^ , ... , fij^, wenn x^^=x\ gesetzt 
wird. Es seien dies: 

und ihre Gruppe nennen wir %\. Ebenso haben \vir in einer benach- 
barten Ebene x^ = x^ eine Gruppe @[q: 

Wir interpretieren x^^ z ^ y^ in der obigen Weise als Punktcoordi- 
naten eines dreifaeh ausgedehnten Rauines /^J, indem wir gleichzeitig in 
die Gruppe ®Jo die neuen Variabeln 

^' = ^,^ y' = \yiy ^' = ^ — 1-^1^1 

(vgl. pag. 160) einftihrcn. Damit haben wir eine Gruppe (^Jo ^^^ l^l ge- 
funden, bei welcher der lineare Complex 

■ dz' + x^^dif — y Vrr' = o 

und kein weiterer invariant bleibt, denn (-ÖJ) , . . . , (•öjo) soU ja eine irre- 

ducibele Bertthrungstransforniationsgruppe der Ebene. x^ = xl darstellen. 

Ebenso haben wir in einem PJ eine Gruppe ©Jo ^^ ^^^ Coordinaten 

a;' = rrj, y' =\yv ^' = ^ — ^^i//i 

erhalten, bei der ausser dom Complex 

(h* + x'di/' — y'dx' = o 

kein anderer invariant bleibt. 

Halten wir nunmehr einen Punkt des Pl fest, so ergiebt sich eine 
siebengliedrige Untergruppe ©? von @?o- Ihr entspricht wegen der iso- 
morphen Zuordnung eine siebengliedrige Untergruppe @J der Gruppe ©|o« 
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Da die ©? nach den obigen einleitenden Bemerkungen (indem sie voiii 
Typus (i) ist) eine eingliedrige invariante Untergruppe besitzt, so hat 
auch die ®J, weil sie mit der ©7 isomorph ist, eine solche. Folglich ist 
die ®7 eine solche siebengliedrige Untergruppe der @Jo, welche — wie 
die (^? im Pl — im P'^ einen Punkt, nicht eine Complexgerade fest.lJlsst. 

Die beiden Gruppen ®io und ©Jo haben daher folgende bemerkens- 
werte Eigenschaften : 

I,) Beide haben gleichviele Variabeln x^^y^^z^ resp. x' ^ y' ^ z\ 

2.) Beide sind transitiv. 

3.) Sie sind isomorph auf einander bezogen. 

4.) Wenn man bci der @Jo einen Punkt festliält, so ergiebt sich eine 
siebengliedrige Untergruppe der ö?o* welcher isomorph diejenige sieben- 
gliedrige Untergruppe der ©Jo entspricht, die aus allén Transformationen 
besteht, welche einen Punkt des P'^ festlassen. 

Nach einera allgemeinen Satze von Lie giebt es dann aber eine 
Transformation der Variabeln x^,y^yZ^ in die Variabeln x',y'yZ\ welche 

die ©Jo '^ di^ ©10 uberfuhrt. 

Diese Transformation Lisst sich nun auch als Transformationen in 
den ursprilnglichen Variabeln x^, z,y^, die wir in der Ebene x^ = x^ 
durch x^jZ^jyi, in der Ebene X2 ^= x^ durch ir[,/,yl zur Scheidung 
bezeichnen wollen, schreiben, und wir werden zeigen, dass sie eine Be- 
ruhrungst råns formation der Linienelemente der Ebene x^ = xl in die der 
Ebene x^ = x^ ist. 

In der That, die Transformation der x^,y^,z^ in die x\y',z' fiihrt 
ja die bei ©Jo invariante Gleichung: 

dz' + x\hf — yMc' -~= o 

in die einzigc bei ©Jo invariante Gleichung derselben Art: 

dz' + x'dy' — y'dx' = o 

uber. Die entsprechende Transformation in den ursprttnglichen Variabeln 
fiihrt also die bei ®Jo invariante Gleichung: 

dz'—y\dx\ = o 

in die bei ®Jo invariante: 

dz' — y\ dx\ = o 
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nber, d. h. sie ist eine Bertthrungstransformation der Ebeiic X2 = xl in 
die Ebene x,^ = x!^. 

Mithin lassen sich die beiden Gruppen &% öder (i2^) und @lo öder 
(i/) vernwge einer Beruhrungstransformation der Linienelemcnte in ein- 
ander nberfilhren. 

Uni diese Beröhrungstransformation wirklich zu bestimmen, känn 
nian so verfahren. Man hillt bei der ®Jo ^in Linienelenient fest. Bci 
der enteprechenden ©10 halt man also dann einen Punkt des Pl fest und 
es ergiebt sich eine 7-gliedrige Untergruppe ©? von ©Jo- I^r entspricht 
isomorph eine ganz bestimmte 7-gliedrige Untergruppe ©7 der ®Jo) bei 
der ein bestinimter Punkt der P'^ fest bleibt. Dieseni Punkte endlich 
correspondiert ein bei der ®Io "^ der Ebene iCj = ^^2 festgehaltenes Linien- 
element. Die Linienelemente der Ebene x^ = x\ und x^ = x'^ sind hier- 
durch in ganz bestiinmter Weise einander zugeordnet, und diese Zuord- 
nung stellt die gewilnschte Bertthrungstransforniation dar. 

Wir nehmen nun an, dass fur x^ = xl direct 

— 1 '' \ ^ ' * ' * . iO ^' 10 • 

sei. (Dies känn inimer erreicht werden dadurch, dass nian statt der Qj, 
lineare Combinationen S Const. Q derselben als neue ä^ einfQhrt.) Als- 
dann giebt es also eine ganz bestimmte Beröhrungstransformation der 
Linienelemente, welche die Q'^ in die Wl tiberfahrt. Die Gleichungen 
dieser Beröhrungstransformation werden etwa sein: 

z = Z{x[ , /, y[ , ./•;,). 

y\= r(;r;,^',//;,.t;.;), 

Diese Gleichungen aber känn man, — worauf wir sehon frtiher einmal 
hingewiesen haben (siehe Einleitung unter E., pag. 125), — stets zu denen 
einer Beröhrungstransformation des 72^ vervoUständigen. 

Lassen wir nun den tiberflössigen Index Null in den Coordinaten 
^i > -^^^ y\ der Ebene x^ = x?, fort, so sehcn wir: 

Es giebt eine Ber tlhningsf råns formation des R.^, welche X^^ , . . . , Ö,^ 
resp. in TFj , . . . , W^^ uberfuhrt; und somit können wir. diese Gr uppe 
{W) selbst als den gesuchten Typus hinstellen. 



*» 



166 Ooorg Soheffors. 

Diese im wesentlichen von Lie herrtlhrende Betrachtung liefert folg- 
lich den Typus: 



IX. 



^ j ^1 yj/i j ^i.> ^il/i 5*^1 j ^xVi 2<2?, 

^Å^iVi — 2^) , Vii^xVi — 2^) , {p,y, — 2Z) 



3 



Wir mössen nun in Gemassheit des fröheren (pag. 159) untersuchen, 
ob diese Gruppe nicht invariante Untergruppe einer 20'gliedrigen Gruppe 
sein känn, deren charaeteristische Functionen sämtlich die Form 

haben. 

Wäre dies der Fall, so mtlsste jedcs {iJ^fTF^} sich linear mit constanten 
Coefficienten durcli TFj , . . . , Tf,^ allein ausdröcfcen. Es ist aber all- 
gemein 

und unsere allgemcine Combinationstafel (pag. 162) lehrt ohne Schwietrig- 
keit, dass die co^h sich auf Constanten reducieren milssten. 

Also ergiebt sich kein 20-gliedfiger Typus, um so weniger ein 30- 
und mehr-gliedriger Typus. Typus IX. ist der einzige. 

Es bedarf nur noch weniger Bemerkungen, um diejenigen Gruppen 
-^kf i ^if zu bilden, deren Untergruppen A,,f Å\e Linienelemente der Ebene 
x^ = Const. lo-gliedrig transformieren. 

Indem wir namlich auf die zu Eingang des § 2 gemachten Be- 
merkungen verweisen und uns dadurch ihrer im wesentlichen doch blossen 
Wiederholung an dieser Stelle ttberheben, bemerken wir, dass es nunmehr 
unsere Aufgabe ist, zum Typus IX. eine, zwei öder drei charaeteristische 
Functionen hinzuzufiigen von der Form 

— wo entweder m = i öder m = i , 2 öder endlich w = i , 2 , 3 zu 
setzen ist — , und zwar derart, dass jede Combination von ä^ mit einer 
der durch W bezeichneten characteristischcn Functionen des Typus IX. 
wieder von der Form S Const. W ist. 
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Da nun W^f...,W^^ ganz frei von x^ und y^ sind, so folgt aus 
der allgemeinen Combinationsformel (5') der Einleitung sofort, dass jedes: 

ist. Es muss also die zu 0,^ allein gehörige infinitesimale Bertihrungs- 
transformation {0J) zusammen mit (^^J? • . . > (W^^o) ®^^^ Gruppe bilden, 
welche (^^Jj . •• , (T7j^) zur invarianten Untergruppe besitzt. Diese Gruppe 
(^m) j (^i)j •••> (^^10) transformiert die Liniénelemeftte der Ebene a;,=Const. 
lo-gliedrig. Nach dem obigen giebt es aber nur eine lo-gliedrige der- 
artige Gruppe, nämlich die vom Typus IX. Daraus folgt, dass 0^ die 
Form 

(t>„ = ll Const. W 
haben muss. 

Weil nun in den gesuchten Gruppen die characteristischen Functionen 
W^, ...,W^^ sftmtlich auftreten, so können wir folglich in- 



das Glied 0^ einfach streichen, sodass wir haben 



'^m = ^i J/f 



Mithin mQssen die gesuchten Gruppen die typischen Formen besitzen: 



X. 



i ,Xi,yi,xl, a?,y, , yl, rc,y, — 2z , x^{x^y, — 22), 



XI. 



i ,'oci, y, , xl , x^ijt , y\ , .T.y, — 22 , x,{x^y^ — 2z), 



XII. 



I » a;, , ?/, , x\ , x,.v, , y\ , ir.j/, — 2z , x^{x^y^ — 2s), 
yi^^ih — 2^) , (r^y^ —2g)\y^, x,y, , -xly.,. 
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Aus demselben Grunde, der pag. 156 in betreff der Typen III. bis 
VIII. geltend gernacht wurde, ist auch hier zu sägen, dass die Irreduci- 
bilität der Gruppen IX. , X. , XI. , XII. bewiesen ist, sobald gezeigt ist, das 
Typ US I. irreducibel ist. 



% 4. Schltissbemerkungen, 

Nachdem wir somit alle Typen aufgestellt haben, barren noch einige 
Einzelfragen ihrer Erledigung. 

Zunächst fragt es sich, ob die gefundenen Gruppen auch wirklich irre- 
ducibel sind. Nach dem frtiheren geniigt es, die Irreducibilität des Typus 
I. nachzuweisen. Typus I. aber ist irreducibel, sobald eine Untergruppe 
dieses Typus irreducibel ist. Offenbar enthält I. Untergruppen von der Form 

wo Ä eine nicht identisch verschwindende Function von x^ allein ist. 
Es ist leicht — und wird weiter unten entwickelt werden — durch Ein- 
ftthrung neuer Variabeln vermöge einer Beröhrungstransformation des JBj 
hierin .4=1 zu machen. Wir werden nun die Irreducibilität der Gruppe 

nattirlich diese aufgefasst als Oruppe des R^ — nicht bloss der Ebme — , 
nachweisen. 

Wir könnten dazu unser analytisches Criterium verwenden. (Siehe 
in der Einleitung unter B.) Doch erledigt sich unsere Aufgabe fast 
ohne Rechnungen durch die folgende Uberlegung: 

Wenn die obige Gruppe (i) des R^ reducibel ist, sa giebt es im R^ 
eine Schar von co'^ Vereinen von je co^ Flächenelementen, welche Schar 
bei der Gruppe (i) invariant bleibt und nicht etwa nur aus co*, sondern 
wirklich aus allén co^ P^lächenelementen des R^ besteht. Jene cx)^ Ver- 
eine werden geometrisch durch 00'* Flächen öder durch co^ Curven öder 
schliesslich durch die co'^ Funlde des R^ dargestellt. 

Im letzteren Falle ist auch die Gruppe (i), aufgefasst als Gruppe der 
Ebene r.^ = Const., reducibel, was aber dem ThatsiVchlichen widerspricht. 
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In dem anderen Falle, in welchem eine Schar von co^ Curven des 
R.^ in sich transformiert wird, Hegen entweder je co^ Curven der Schar 
in einer Ebene x^ .= Const öder aber die Curven schneiden jede dieser 
Ebenen in ihren co' Punkten. Bei beiden Annahmen ist wieder die 
Gruppe (i), aufgefasst als Gruppe der Ebene, reducibel, was absurd ist. 

Mithin bleibt nur noch der Fall zu berttcksichtigen, bei welchem 
jenc cx)^ Vereine des R^ durch co'*^ Fläcken desselben dargestellt werden. 

Hier sind wieder zwei verschiedene Möglichkeiten zu unterscheiden : 
Entweder nRmlich schneiden die oo^ Flächen eine jede der Ebenen 
x^ = Const. in fiur cxd' Curven öder aber in cx)^ Curven. (Beispiel fttr 
die erstere Möglichkeit: Die co^ Ebenen des R^.) Wörden wir aber 
ersteres annehmen, so miisste wieder die Gruppe (i) in der Ebene redu- 
cibel sein. Da dies nicht der Fall ist, so bleibt schliesslich nur die An- 
nahme, dass die co"^ Fläcken des R,^ dw Ebenen x^ ■= Const, in je cx)' 
Curven sckneiden. 

Da nun bei der Gruppe (i) der Ebene x^ = Const. bekanntlich nur 
eine Schar von co'^ Curven invariant bleibt, nämlich die Schar aller Ke- 
gélscknitte, iveJcke ein gewisses unendlick fernes Linienelement gemein kahen,^ 
so fölgt, dass die Schar der co'' Flachen aus jeder Ebene x^ = Const. 
gerade die betreffenden co^ Keo-elschnitte ausschneiden muss. 

Es werden die Linienelemente einer jeden Ebene x^ = Const bei der 
Gruppe (i) genau so wie die jeder anderen Ebene x\^ = Const. trans- 
formiert. Eine Fläche jener Schar von co'^ Flächen .schneidet nun die 
Ebenen x^ = Const. in einer Reihe von Kegelschnitten h , A', A", . . . . 
Jedem dieser Kegelschnitte cntspricht in der Ebene rr.^ = o ein ihm con- 
gruenter: k^ , k\ , A-[', . . . , derart also, dass k^ Projection von k , ÄJ. die von 
k' etc. auf die Ebene x^ = o ist. Damit entspricht jeder unserer co^ 
Flächen des 7^.^ in der Ebene x^ -= o eine S(*hnr von co^ Kegelschnitten 
A, , Z:J , ÄJ', . . . . Die CO'"* Kegelschnitte dieser Ebene (welche ein gewisses 
unendlich fernes Linienelement gemein haben) werden also in co** Sckaren 
von je co' Curven zerlegt. Da die Gruppe (i) die FhVchen in einander 
tiberföhrt, und da sie die Linienelemente aller Ebenen r^ ^= Const. in 
derselben Art transformiert, so folgt, dass in der Ebene x,^ = Const. die 
Gesamtheit jener co'^ Scharen von je oo^ Kegelschnitten invariant bleibt, 

' Lie, Theorie der Traiisformatiomgruppen IV. Archiv for Math. og Natur- 
yidensk. 1879, p. 457. 

Åcta mathtmatica. 14. Ijiipriiné le '.>l janvier 189». 22 
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in der Weise, dass eine jede Schar in eine andere Schar der Gesamtheit 
ilbérgefiihrt wird. 

Halten wir nun unter den cx)'^ Kegelschnitten der Ebene x^ ^ o 
irgend einen (/.) fest, so bleiben, da alle Ebenen x^ = Const. gleiche 
Transforinationen erfahren, mit ihm alle die co^ Kegelschnitte in den ver- 
schiedenen Ebenen x^ = Const. invariant, welche k entsprechen, d. b. k 
zur Projection auf die Ebene x.^ = o haben. Durch jeden dieser Kegel- 
schnitte geht eine Flache unserer Flächenschar und zwar durch jeden eine 
andere. Wenn nämlich alle die co^ Kegelschnitte derselben Flache an- 
gehörten, so wtlrde folgen, dass jede der Flächen ein Cylinder ware. 
Aber eine solche Schar von co'^ Cylinderflächen (mit derselben Richtlinie) 
umfasst nur oo* Flachenelemente des R.^, nicht alle co^ ist also aus- 
geschlossen. Folglich geht durch jeden unserer oo^ festgehaltenen Kegel- 
schnitte je eine Fläche der Schar. Jede dieser oo^ Flächen muss natttr- 
lich mit k festbleiben. Damit ergiebt sich: Wenn wir in der Ebene 
x^ = o (die ja den Character einer Ebene allgemeiner Lage hat) einen 
der cx)^ Kegelschnitte festhalten, so bleiben auch csd^ Flächen der Schar 
invariant. Da nun jede Fläche durch eine Schar von co^ Kegelschnitten 
dieser Ebene in der obigen Weise ersetzt werden känn, so folgt weiter: 

Wird in der Ebene a:» ^ o ein Kegelschnitt festgehalten, so bleiben in 
dieser Ebene co ^ der oo ^ Scharen von je co ^ Kegelschnitten, und zwar jede 
Schar einzelny invariant. 

Um nunmehr zu priifen, ob dies wirklich der Fall ist öder nicht, 
sind die Transformationen der Kegelschnitte der Ebene x^ = o unter ein- 
ander bei der Gruppe (i) zu untersuchen. Dabei ist es zweckmässig, die 
Kegelschnitte als Individuen, als Elemente der Transformation aufzufasscn. 
Wir interpretieren daher diese cx)^ Kegelschnitte durch die Punkte eines 
dreifach ausgedehnten Raunies 3^3. Analytisch ist dies so zu bewerkstelligen : 

Die co"^ Kegelschnitte unserer Ebene x^ = o werden durch die Glei- 
chung zwischen x^ und z (den Punktcoordinaten in der Ebene) dargestellt: 

'^vo J , 1) , .^ willkOrliche Constanten bedeuten. Jedem Wertetripel (j,l),j) 
entspricht einer der Kegelschnitte. Wir nehmen nun j , t) , j zu Car- 
tesischen Punktcoordinaten in unserem 3tg und damit ist jeder der co'* 
Kegelschnitte von x^ = o durch einen Punkt dieses 9tg dargestellt. 
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Fohren wir die Traiisforinationen von (i) ^^ ^^^ Ebene x.^ = o aus, 
so werdcn dadurch diese co^ Curven unter einander vertauscht und damit 
aucli ihre Bildpunkte im 34^, d. h.: Jeder Transformation der Gruppe (i) 
.entspricht eine bestimmte Punkttransforrnation des Raumes Oty. Diese 
Punkttransforrnationen aber sind leicht aufziistellen. 

In der That, wenn wir z. B. in der Gruppe (i) die infinitesimale 
Transformation mit der characteristischen Function i betrachten, so er- 
halten x^ und z die Incremente: 

(7x^ = o, dz ^= — dt, 

wo dt eine infinitesimale Constante vorstellt Der Kegelschnitt 

muss dadurch wieder in einen Kegelschnitt derselben "Art t^bergeftihrt 
werden, dessen bestimmende Parameter j , 1) , j etwa die Werte j + d^, 
t) + (7t) , .^ + d] haben. Dftnn muss sein 

z + dz = {x: + Je) + (i) + fh)){x, + dx,) + (:, + di){x, + dx,y 

d. h.: 

dz = dl + di),x^ + Jj.;/;; + (i) + 2^^x^)dx^. 

Nun ist dx^ = O , dz =^ — dt, also kommt: 

— dt = dl + (h) . .Tj + Jj ,xi, 

d. h., (la dies iQr alle x^ ilih: 

9 

dl = — dt, dl) = Ö, Jj ==■• O. 

Jener Bertihrungstransformation mit der characteristischen Function i cnt- 
spridit also in unserem '^t.^ die Punkttransformation — :— öder, wenn wir 
zur Abkiirzung 

3f ?/• a/' 

setzen, die Transformation — r öder, da es auf Vorzeichen nicht an- 
kommt, kurz t. ^ 

In dieser Weise — und unter eventueller Berilcksichtigung auch der 
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Transformation, die v/j erfährt, — ergiebt sich unschwer, dass der Gruppe 
(i) im Äj die Gruppe von Punkttransformationcn entspricht: 

(2) P , q 1 t , t)p + 2jq , i)q + 25r , l)'p + 4U5q + 4j'v. 

Wie Avir sahen, mössen sich (wenn die Gruppe (i) im It.^ reducibel 
ist) jene co'^ Kegelschnitte der Ebene in co^ Scharen von je co^ zusam- 
menfassen lassen, derart, dass durch (i) diese Scharen unter einander ver- 
tauscht werden. Jeder Schar entspricht im Si^ eine Reihe von cx)^ Punkten, 
d. h. eine Curve (die sich im allgemeinen aus leicht ersichtlichem Grunde 
nicht auf einen Punkt reduciert). Mithin muss bei der Gruppe (2) des %^ 
eine Schar von co^ Curven invariant bleiben (die sich, wie ebenfalls leicht 
aus der Irreducibilität der Gruppe (1) in der Ebene und aus anderen 
Eigenschaften dieser Gruppe folgt, nicht auf nur 00^ öder gar co^ Curven 
reducieren darf). 

Die Gruppe (2) nun lässt, wie man sofort einsieht und was man auch 
methodisch ableiten känn, die Schar aller Gergden invariant, deren Fort- 
schreitungsrichtungen der Gleichung genttgen 

rfl)* = 4%/ä, 

d. h. einen gewissen Liniencomplex ziveiten Grades. 

Bei der Gruppe (2) bleibt keine andere Schar von 00"' Curven, ausser 
der Schar dieser Geraden, invariant, vorausgesetzt^natilrlich, dass \vir ver- 
lanjgen, diese cc'* Curven solleh den ganzen 34^ und nicht etwa nur eine 
Fläche desselben erftlllen, Avas ja unseren Zwecken nicht entsprache. 

Der Beweis stellt sich so: Durch einen beliebigen Punkt F des Si^j 
mttssen co^ Curven der gesuchten Schar gehen. Halten wir also den 
Punkt bei der Gruppe (2) fest, so mftssen diese co^ Curven unter ein- 
ander vertauscht werden. Sie besitzen im Punkte Poo^ öder nur eine 

• 

discrete Anzahl von Tangenten. Letzterer Fall ist ausszuschliessen, denn 
bei ihm mttssten diese Tangenten einzeln stehen bleiben, während doch bei 
(2) mit einem Punkte immer nur die durch ihn gehende zur j-Axe 
parallele Gerade invariant bleibt. Die co^ durch F gehenden Tangenten 
bilden nun in diesem Punkte einen Kegel, der mit F invariant bliebe. 
Aber. mit P bleibt nur der Kegel der durch P gehenden Geraden des 
Complexes fest. Also haben die gesuchten Curven immer Complexgeraden 
zu Tangenten und zu jedem Punkte P und je einer der durch ihn ge- 
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henden Coiiiplexgcradeii gehört iinmer je eine Curve der gesuchtcn Schar 
(odcr einc discrete Anzahl, was ffir uns auf dasselbe hinauskommt). Wcnii 
wir also einen Punkt P und eine der durch ihn laufenden Complexge- 
raden t festhalteu, so inuss auch diejenige Curve der gesuchtcn Schar, 
welche durch P geht und t zur Tangente in F hat, festbleiben. 

Da bei der Gruppe (2) der Nullpunkt keine ausgczeichneten Eigen- 
schaften hat, so können wir — ohnc zu spcclfilisiercn — ihn anstelle des 
beliebigen Punktes P festhalten. Die Transformation von (2) aber, welche 
den Nullpunkt invariant lassen, sind 

Durch den Nullpunkt gohen dic durch die Gleichungen 

c' 

dargestellten co^ Coniplexgeraden. Wir halten eine derselben, (c), fest. 
Dann bleiben nur noch die beiden infinitesimalen Traiisforniationen 

2i)p + (4j + Cl)) q -f 2qr, 

t)'p + 4t)jq + 45 't. 

Bei diesen niuss also eine durch den Nullpunkt gehende Curve, Avelche 
die Gerade (c) zur Tangente iin Nullpunkt hat, invariant bleiben. Die 
Gerade ((■) hat nun als Tangente mit der Curve ausser dem Nullpunkte 
noch einen unendlich benachbarten Punkt, etwa: 



c' 



4 

wo £ infinitesimal sei, gemein, der naturlich auch invariant sein muss. 
Aber bei der ersten der vorstehenden infinitesimalen Transformationen 
bleibt er offenbar nicht invariant. Also folgt, dass es keine derartige- 
Curve giebt, womit bewiesen ist, dass nur die Schar der co^ Complex- 
geraden eine Curvenschar der gesuchtcn Art ist. 

Mithin mässen die Complexgeraden jene co ^ Scharen von je oo^ Ke- 
gelschnUten der Ebene .r.^ = o im JH^ darstéUen. Wenn wir einen Kegel- 
schnitt der Ebene x^ = o festhalten, so miissen, wie wir sahen, cx)^ solche 
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Scharen von Kegelschnitten, und zwar jede Schar einzeln, invariant bleiben. 
FOr den iHy folgt daher: Halten Avir einen Punkt des 9t^ fest, so mttssen 
alle oc^ durch rhn gehenden Geraden des Complexes einzeln festbleiben. 
Dies aber ist bei der Gruppc (2) nicht der Fall. Daher folgt urn- 
gekehrt: Es känn bei der Gruppe (i) keine Schar von co'* Flilchen, 
welche alle co" P^lfichenelemente des R, unifassen, invariant bleiben. 
Also ist nach dem friiheren die Gruppe (i), aufgefasst als Gruppe des 
JBjj, irreducibel, was zu beweisen AVar. . . 

Mithin sind alle Gruppentypen 7. . . . XII, irreducibel. 

Endlich bleibt noch die eine Frage zu untersuchen, ob und ivelche 
Typen sich durch Einffihrung neuer Variabeln vermöye einer lierulirungs- 
transformation des B^ in einander uberfuhren lassen^ welche also als äber- 
fliissig verworfen Averden können. 

Um uns hieriiber Klarheit zu verschafifen, werdeh Avir uns zunächst 
fragen, ob bei irgend welchen der gefundenen Typen mélir als eine Schar von 
Gleichungen 

0{x^ , x^, ^,2/, ,^2) = Const. 

invariant bleibt. Eine solche Schar kennen Avir ja schon, es ist die Schar 
x^ --= Const. 

Wir bemerkten schon, dass alle Typen eine Untergruppe enthalt^n 
von der Form 



(3) A^ ^^\yx^y\^ Ä^ly ^llxy ^\ 

Avo A eine nicht verschAvindende Function von x^ allein bedeutet. Bei 
den Gruppen V. . . XII. können Avir sogarin (3) A^i setzen. Auch 
bei 1. und II. können Avir eines der -4< gleich i machen durch Ein- 
ftihrung neuer Variabeln, ohne dadurch die Gestalt der Gruppen Avesent- ^ 
lich zu ändern. Wir fohren nämlich in I. und II. neue Variabeln ein 
verraöge der BerUhrungstransformation: 

X. = x\, y/2 = />>; — pp'{x\y\ — 2/), 

bei der 

dz — y^dx^ — y^dx^ = p\dz' — y\dx\ — y\dx*^ 

ist. Setzen Avir hierin p = -4,, so Avird in der neuen Gruppe das ne\ie 
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^, = 1. Beim Typus III. und IV. können wir ähnlich verfahren. Nur 
muss hierbei beachtet werden, dass die infinitcsimale Transformation [y^) 
ihre Form durch Benutzung jener neii^n Variabeln wesentlich ändert. 
Sie geht nämlich öber in 



VJi = y'2 



^(.<v;-2.'). 



In III. und IV. haben aber die Ai die allgemeine Form rrge'*'*, sodass, 
wenn p ~ e"'- gesetzt wird, diese characteristische Function wird zu 

//; — a(.r;?/; — 2/). 

Typus III. werden wir also so schreiben können: 

*2 2 



II r. 






ffj = o , I , 2 , . . . , 5, , 



Ti- — O , 1 , 2 , . . . , r^. , 



während im Fall IV. noch xj/^ — 2z hinzutritt, sodass a hierin dann 
gleich Null gesetzt werden känn. 

Alsö sehen wir: wir können immer annehmön, dass alle Typen die 
Untergruppe 



(O 



^1 j ^liVi j Vi ) ^1 > ?/i > ^ 



besitzen. Nur ist dabei III. durch III', zu ersetzen. 

Wenn nun einer der Typen die Gleichungenschar = Const. in- 
variant lassen soll, so muss auch diese Untergruppe dieselbe invariant 
lassen. Bei der Gruppe ( i ) bleiben nun aber offenbar x^ und y^ absolut 
invariant, d. h. diese Gruppé lässt jede Schar von der Form 



invariant. Wenn 
bei ( I ) invariant 
schreiben : 



*(^8 , y^) = Const. 

noch eine andere Schar 0{x^ ? -^^ i -2^ ? 2^i > y^) = Const 
bliebe, so können wir sie oflfenbar auch einfacher so 

0{x^ , z j y^) = Const., 



170 



Georg Scheffers. 



da ja rr, , -e , y^ bei (i) Incremente erhalten, die imr von x^^z^y^ selbst 
abhängen. Aber bei der Gruppe (i) bleibt, wie man leicht tibersieht, 
kein derartiges Gleichungensystein ungeändert. 

Also hat jede bei (i) iind daher auch jede bei unseren Typen I., 
IL ,"^11'. , IV.,..., XII. invariante Gleichungenschar (l> = Gon st. nunmehr 
die generelle Form 

^(.T^^ //s) = Const. 

Hiernach ist es nicht mehr schwer, die bei jeder einzelnen unserer 
Gruppen sich ergebenden Scharen zu bestimmen. Wir benierken nur so- 
viel: Die Rechnung lehrt, dass die Typen VII. bis XII. stets niir die 
Schar x^ = Const. invariant lassen, während die Typen I. bis VI., aller- 
dings nur in Specialfallen, mehrere invariante Gleichungenscharen besitzen. 

Wenn wir also unsere Typen nicht durch besondere Wahl der in ihnen 
vorkommenden Constanten specialisieren, so hönneri wir sägen: Sie lassen 
sämtlich nur die Schar x^ = Const. invariant. 

Darin liegt dann auch, dass sie sich nicht in einander uberfuhren lassen, 
denn sie besitzen sämtlich dieser einzigen Schar x^ = Const. gegenftber 
ein verschiedenes und durch Einfohrung neuer Variabeln nicht auszu- 
gleichendes Verhaltcn. Wohlbemerkt ist hierdurch nicht ausgeschlossen, 
dass die Typen I. bis VI. in Specialfallen doch auf einander zurttckftthr- 
bar wären. Im allge^neinen aber ist keiner unserer zwölf Typen tlber- 
zahlig.. Wir stellen daher alle zwölf in einer Tabelle zusammen. 

I.) a;.^ bleiht invariant bei den Typen: 



• 

I. 


• 

n. 


IX. 


ol , a;, t/, , j/i, 


Xi , x^y^ , y^, 


I » •'^i » .Vi f ^1^ 


('"1,2 ') 


A,{x,)x, , A,{x^)y,, 

(f=l,2 i) 


^xlh , ?A , •'^..Vi 22, 


Bt{Xj) , (J:=1,S 1) 


J^k{^'2) y (*=i'-* 


.T.Or,»/, 2Z), 


wo jedea 

AfAj — r Const. Ji 
sein rnuss. 

• 


wo jedes 

A,Aj — Z Const. 7? 

• 

sein rnuss. 


.V,(-^.//, 22), 




^,?A 22. 


m 
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2.) x^ wird elngliedrig transformiei^t hei den Typen: 



III. 


IV. 


X. 


2 2 

^1 > ^'iVi j ;'/i» 


^? , ^1^1 , ?/?, 


^ ■) ^\ 1 Vi j ^if 


•*'2 ^ > 


*^2 9 


a^i.Vi , .v; , a;,?/, 24r, 


<ri= O, !,....«<, rt=^0, i,...,/^ 


/T/^O^ \,».,,f<i , Tk — Oy ly,..,tk 


a;,(a:,.v, 2^), 


ö, _ Coiist., /9; - - Const., 


Ui — Const., /9a — Const., 


?/,(^,.y, 2ä), 


<-l,2,...,*, i:=l,2,...,/, 


t *= l| ^, ...,1 , irc: 1 , J| ..., r y 


(*,.y, 2^)», 


sodass jedes 


sodass jedes 


/«»«+<'lg(ai + «i)j's 


/p<'< + <'J^(a< + öj)-»"8 


?/»• 


die t orm 


die Form 




Z Const. rri'V*'« hat. 


Z Const. ir?e^''« hat. 


• 


^2- 


2/2 ' ^1^1 2^. 





3.) a;, wirc? zweigliedrig transformiert bet den 


Ttfpen : 


V. 


VI. 


XI. 


^1 ) ^iVi y Viy 


a^? , 3:, j/, , y], 


'I > ^i > ?/i > a^i > 


ir^l , lI'2*^i 9 .^4 •/'i ^ • • . , .4^2*^19 


\ } •*'2 1 > .«^2**^1 ) • • * j x^It j, 


a^.:Vi , .</? . -»i»/, 2^, 


ifi y -^iVx > •''^23/1 j • ' ' 'i ^'i?/\y 


i!/l ? ^2^1 > ^2^1 ? •••> ^22/11 


•'^1(^1^1 2^), 


2 / 


I y X2 y X^y . , . y ^rj, 


?/,(a;,»/, 2z), 


?A' 


?/, > a;,y„ 


{x,y, 2z)\ 


"»yi + ''(«iyi 2«) + 6*2"^ . 


a;,?/, 2^f. 


m 


(/ > 2S) 


(< > 2S) 





4.) a?, tff/rrf dreiglledrig transformiert hei den 


Typen : 


VII. 


VIII. 


XII. 


2 2 


I , T, , ?/, , .r* , a?, ?/i , »/?, 


I , a^i » yi , a;J , a;,j^, , y\. 


Vi y ^21/2 y •^2//2- 


a;,,v, 2^. 


O^iVl 2Z, 

«,(*,y, 2z),y^{z,y^ -2z), 

Ky.— 2z)'. 

.Vi , o^yi , a;j»/ic 



^drt inatheniaticii. 14. Tinprlmi^ le 21 fövrler 18J»0. 
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In (ler Gruppe V. kommen zwei willkurUclie Canstanten vor. Um sie 
zu sj)e(!ialisieren, fttliren wir vermöge der Bertthrungstransformation 

^1 = ^1, Vi =y[^ z = z' -^r (i^2^\ 

x^ = ^;, Vi = ?/i + {t + i)a<, 
bei welcher 

dz — yidX\ — //2^-^2 = d^ — ?/irf^i — ya^^i 

ist, neue Variabeln ein, wodurcli die Gruppe ihre Gestalt iiicht wesent- 
lich Rndort. Allerdings folgt aus ;/.^ die iieue characteristische Function: 

Da aber .Tj' selbstllndig auftritt, ro können wir diese verkftrzen auf ?/, 
selbst. Anstelle der letzten characteristisclien Fnnction 

^2/A + K^iVi — 2^) + cA^' 
tritt diese: 

^^y^ + *(•'',?/, — 2-2^) + {a{f + i) — 2(d} + (^x\^\ 

Wählen wir also a so, dass 

a(< + i) — 2ab + c = o 

wird, so haben wir erreicht, dass in V. die Constante c gleich Null gesetzt 
Averden känn. Aber dies geht nicht, Avenn: 

t -{- i = 2h und c 4= o 

ist. In diesem Falle können wir durch Benutzung der Bertthrungstrans- 
f or mation 

Xi—-x\, X., = rr.; , y, -= ry\ , ?/., = cf/^ , z = rz' 

in V. 6* = I niachen. Mithin känn in V. einmal c = o und das andere Mal 

h = , r-= I gesetzt werden. Dadureh zerlegt sich V. "in s:wei Unter- 

typen. Dass dieselben nicht in einander öbergeftihrt werden können, lehrt 
ihre Zusammensetzung. 

Leipzig, im Januar 1889.^ 

^ Seit der AbfassuDg diescr Arbeit hat Li£ die BezeichDuog Verein von Elementen 
durch den schon frtllier voo ihm benutzten Ausdruck Element- Mannigf alt igkeit wieder er- 
8etzt und dcnigeniäs» wäre unflcr Text an mchrcrcD Stellen etwas abzuändern. 

Im Januar 1 890. 
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BEWEIS DER EXISTENZ DES POTENTIALS 

DAS AN DER GRENZE DES BETRACHTETEN RAUMÉS GEGEBENE WERTHE HAT 
FOR DEN FALL DASS DIESE GRENZE EINE OBERALL CONVEXE FLÄCHE IST» 

VON 

GUSTAV KIRCHHOFF. 

Der in der Cberschrift genannte Beweis soll dadurch geliefert Averden, 
dass ftir das fragliche Potential ein Ausdruck gebildet Avird, der es dar- 
stellt als herrtlhrend von einer Doppelschicht von Mässen an der Ober- 
fläche des betrachteten Rauines. Die Bildung dieses Ausdrucks setzt 
nicht die Convexität der Oberfläche voraus; derselbe enthält aber eine 
unendliche Reihe und die Convergenz dieser zu beweisen ist mir nur 
unter der genannten Voraussetzung gelungen. 

Es sei ds ein Element der Oberfläche, U der Werth, den das Po- 
tential in ihm haben sqU, r der Abstand eines Punktes F im Raume 



^ Vor UDgefUhr sechs Jahren hatte ich die Freude Kirchhoff Id BerliD zu begcgnen. 
Bei dieser Grelegeoheit stellte ich ihm meino Bitte, er möge die Acta mathematica mit 
seiocr CoUaboration beohreo. Kirciiiioff, der schon zu der Zeit von der Krankheit litt, 
die ihn ins frtlhzcitige Grab fUhrte^ bedauerte, nichts Anderes vorräthig zu habeo, als den 
von uns hier gcdrucktcn Aufsatz, der schon vor viclon Jahren von ihm vorfasst worden 
war. Da Prof. C. Neumann in Leipzig dcnselbcn Gcgcnstand schon bchandelt hatte, so 
zwoifelte doch Kirchhoff an der Zweckmässigkeit, seine Arbeit zu veröffentlichen. Er 
ttbergab mir indessen das Recht, tibor die Abhandlung nach meincm eigcnen Wunscho zu 
verfttgeo. 

Ich ftthle es jotzt als eine Pflicht, diese wisscuschaftlichc Loistung des grossen Pliy- 
sikers nicht in Vergessenhcit verwcilen zu lassen. Jede von ihm geschriebenc Zoile hat 
unzweifelhaft ihren Werth. 

SOPmE KOWALEVSKI. 

Äeta mathemcUica. 14. Tmprimé le 21 février 1890. 
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von dSy öder vieliiiehr von einetn Punkte, der unehdlich nulie an ds liegt, 
n ein unendlich kleines Stttck der nach dem Innern des betrachteten 
Haumes gerichteten Normale von dSj V eine Funktion des Örtes von P, 
die definirt ist durch die Gleichung 



ty 




wo I/, , l/jj , . . . auf gewisse Weise als Funktionen des Örtes von ds so 
bestimmt werden sollen, dass ihre Summe eine convergente Reihe biidet. 
Wenn der Punkt P. durch ein Element hindurchgeht, so ändert sich 
V spr ung weise; es sollen F< und V^ die Werthe von V auf der inneren 
und der äusseren Seite von ds bezeichnen; dann ist 

v,— V„= [/+ tr + u, + .... 

Wenn es nun gelänge die Grössen L\ , lj\, ., , so zu bestimmen, dass 

— F„ = ?.r + f/, + . . . 

wÄre, so wl\rde hieraus 

v, = u 

folgen und es wftrde V fftr Punkte im Innern des betrachteten Raumes 
das gesuchte Potential sein. Die genannte Forderung ist aber erfftllt, 
wenn man 




setzt und dabei der Anfangspunkt von r ausserkalb der Oberflftche, un- 
endlich nahe an dem Punkte wählt, auf den die Zeichen t/^ , [/^ , . . . 
links von den Gleichheitszeichen ^ich beziehn. 

Zu beweisen ist noch, dass bei diesen Festsetzungen die Reihe 
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U + U^ + U^ + . . . convergirt. Zu diesem Zwecke soll nachgewiesen 
werden, dass wenn h eine ganze Zahl bedeutet und M^ den grössten, Nf^ 
den kleinsten unter allén Wertheii von U^y alle Werthe von U^^^ zwischen 

2 2 

liegen. 

Bei dem Beweise dieser Behauptung hat man zu benutzen, dass 

I 
a- 

du 

die scheinbare Grösse des Elementes ds von dem Anfangspunkte, P, von 
r aus gesehn, negativ öder positiv genommen ist, je nachdem die von F 
durch ds o^ezogenc Linie bei ds in den betrachteten Raum hinein öder aus 
ihm hinaus tritt. Liegt F ausserhalb dieses Raumes, und denkt man sich 
einen Kegel, der seine Spitze in F hat und die Oberfläche berQhrt, so 
theilt die Bertthrungslinie die Oberfläche in zwei Theile, von denen der eine 

I 
a- 

die Elemente enthalt fttr die — negativ ist, die andere diejenigen, frtr die 

I 

a- 

— positiv ist. Uber den letzten ausgedehnt, sei das Integral 




Hber den ersten ausgedehnt ist es dann = — d. Ist, wie vorausgesetzt, 
die Oberfläche uberall convex, so känn den Werth 2;r nicht tlber- 
schreiten, es nähert sich dieser Grenze aber bis auf unendlich Kleines, 
wenn F der Oberfläche unendlich nahe kommt. Bei beliebiger Lage von 
F ist gleich der öfifnung des genannten Kegels und dieser Kegel geht 
in eine Ebene ttber, wenn F an die Oberfläche heranrtickt. 

Wenn man in dem Ausdrucke, welcher den Werth von Uf,^i angiebt, 

I 
a- 

in demjenigen Theile, in dem — - - positiv ist, M,^ fttr f/^ und in dem- 
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I 

a- 
jenigen, in dem negativ ist, N^ fttr 17,^ setzt, so vergrössert man 

seinen Werth; der verändcrte Werth ist aber, Aveim P ein beliebiger 
äusserer Punkt ist, 

und, wenn P der Oberfläche unendlich nahe ist, 

i (il/, - .V„). 
Es folgt daraus 

Eine analoge Betrachtung ergiebt oflFenbar 

F7 -^ '^^'' — "^'^• 

damit ist die Richtigkeit der obigén Behauptung dargethan. 

jj^ j^ 

Es känn hiernach itf^+i nicht grösser als — und iV",,^, nicht kleiner 

als — '— sein; es können diese Grenzen aber erreicht werden. Damit 

-^A+1 gleich — Averde, niuss TJ^, in einem unendlich kleinen Theile 

der Oberflache, in dem der Punkt liegt, fttr den V^^^ = M^+i ist, = My,^ 
in allén tibrigen Punkten der Oberflache aber = JV^ sein. Nur in dem 
Falle, dass ein endlicher Theil der Oberflache, in dem der Punkt Hegt 
auf den ^1/^+1 sich bezieht, eine Ebene ist, findet eine Ausnahme hiervon 
in so fem statt, als för alle Punkte dieses Theiles, die in endlicher Ent- 
fernung von jenem Punkte sich befinden, f/^ beliebige Werthe haben känn. 

Damit jiV^+i = ' *^ werde, muss f^ in einem unendlich kleinen 

Theile der Oberflllche, in dem der Punkt liegt, fttr den f/^^^i = ^h\-\ ist, 
= 2V^, in allén ttbrigen Punkten der Oberflache = M^ sein. (Ausnahme 
die der vorher genannten analog ist.) Diesen beiden Bedingungen känn 
gleichzeitig nicht genttgt werden, auch nicht bis auf unendlich kleine Ab- 
weichungen; eine der beiden Grössen iUT^^^i , JV^^j muss daher von ihrer 
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Grenze öder beide mttssen von ihren Grenzen um Endlichcs abweichen; 
in jedeni Falle niuss also 3/^+, — A"^^, um etwas endliches kleiner sein 
als Mf, — Nj^, Da diese beiden Differenzen positiv sind, so muss es hier- 
nach eine von der Gestalt der Oberfläche abhangige Grösse e geben, die 
ein positiver echter Briich und uni etwas Endliches kleiner als i ist, 
die die Eigensehaft hat, dass 



liegt. ' 



Mf^ux — iVx+i zwischen o und e{Mf^ — Nf) 



Nennt man M den grössten, N den kleinsten der gegebenen Werthe 
von r7, so liegt hiernach ^ 

Mf^ — A^,, zwischen o und e^\M — N) 
und also 

f^Ä+i zwischen + s* 

Auf bekannte Weise folgt hieraus die Convergenz der Reihe 

r/+m-t;; + 



' Es könnte schcineD, als ob s, ausscr von der Gestalt der Obcrfläche, auch von 
den Werthen von M^ und 'Sh abhänge. Dem ist aber nicht so, wie man leicht einsieht. 
Wenn man nämlich \lu durch aUu + /?, wo « . /? Constanten bedeuten, ersetzte^ so wttrde 
auch Fa-li in äCa+i + y9 tibcrgchen; es wUrde also 

Mu-Nn ' 

ungeändert bleiben. Dadurch aber dass man Uber die Oonstanten a und /9 passend verfligt, 
känn man M^ und Nh auf beliebig gegebene Werthe reduzieren. 

Der Redaktions- Sekretär. (R. Phraomén.) 
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ON A FUNICULAR 

SOLUTION OF BUFFOWS "PROBLEM OF THE NEEDLE" 

IN ITS MOST GENERAL FORM 

BY 

J. J. SYLVESTER 

in OXFOBD. 

Assisled by James Hammond. 



— »qiiaiolly inade of cords» 
(Two Gentlemen of Verona, oct III, se. 1.) 

The f o under of the theory of Local Probability appears to ha ve 
been Buffon (better known as a Naturalist, but who began his career 
as a Mathematician). Arnong a few other questions of a similar kind, 
which he proposcd in his Kssai cC ArithmÅtique Mordle, the one which has 
obtained the greatest notoriety is the celebrated one which goes by the 
name of the Probléme de VAlguiUe, the purport of which is a foUows. 

On an area of indefinite extent (say a plankcd floor) a nuniber of 
parallel straight lines are ruled at equal distances, upon which a needle, 
not long enough to cross more than one of the paralie Is at the same 
time, is throAvn down: the probability is required of its falling in such 
a position as to be int^rsected by one of the parallels. 

An easier question of the same kind, Avhich Buffon treats before 
the other, is when a circle is used instead of the needle. This latter 
question he solves by simple geometrical considerations too obvious to 
need recapitulation; to obtain a solution of the former he, and after him 
Laplace, had recourse to a process of integration. 

In a question given in the late M' Todhunteu's Integral Calculus 
(i" edition, 1857, P- ^68) the solution of the problem is correctly stated 
for an ellipse, whose major axis is less than the distance between two conse- 

Acla mathematica. 14. Imprimé le 21 février 1800. 24 
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cutive panillels, instoad of for a circle or straight liiie: this iiiiportarit 
step in the developnieiit of the tlieory is, I ain informed, currently attri- 
buted to the late M*" Leslfe Ellis, of the University of Cambridge. 

In the year 1860, Lame proposed to give a course of lectures on 
the subject at the Sorbonne, and, apparently without knoAvledge of the 
result contained in Todhuntei^^s treatise, reproduced the solution for the 
ellipse and for any equilateral polygon. In the same year M. Emile 
Baubieii, Avhose lamented decease occured in the course of the present 
year and who had attended Lamé's lectures, discovered and published in 
the Journal of Liouville for that year a universal folution for an 
undivided plane cpntour of any form whatever. 

The subsequent history I am not able to trace further than to 
State that in Czuber's Geometrische Wahrsclieinlichkeiten (Leipzig, 1884) 
Barbier'8 solution is extended to the case of any two rigidly connected 
convex figures (in a plane). ^ I propose to give here the finishing stroke 
to the theory as regards plane figures by extending it to any number 
of them, rigidly connected and of any forms, in the same plane. It is 
always to be understood, in what precedes as in what follows, that the 
greatest diameter of the figure, or system of figures, is less than the 
distance between two consecutive parallels. 

Barbier's principle (see Czubeh, pp. 117, 125) leads at once to the 
conclusion that the probability of any figure (subject to the restriction 
above stated) intersecting the system of parallels is to certainty as the 
length of a cord stretched round the figure is to the circumference of 
a circle touched by two adjoining parallels.^ This circumference (with 
a view to simplicity of exprcssion) we shall adopt as the unit of length 
in all subsequent forrriulae. 

By the disjunctive probability of a set of figures I shall understand 
the probability of one or more of them intersecting one of the parallels: 
by the conjunctive probability of the same, the probability of all of 
them intersecting one of the parallels. 

I start from Barbieh*s theorem that for a single figure the proba- 

* See Postacriptnm, p. 205. 

* The case of a straight line (the original question of the veedle) inay be made to 
fall under this rule: for the line, as Barbier has observcd, yiay be rcgarded as an in- 
definitoly narrow ellipse or othcr oval. 
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bility of intersection is mensured by the length of h strutclied string 
passiiig rouud it: this^ it .should be observod, is uiiiversjilly true whether 
thc contour bo curvilinear or rectilinear or niixtilinear, coniposed of a 
single line straight or curved or of any nuinber of such — a theorem 
almost uriexampled for its gencrality. The* disjunctive probability for 
any nuinber of figures A , B , C , . . . , II 1 shall for the present denote 
by A:B:C: , . . :H, the conjunctive by A ,B ,0 . , . H. 

Let there be w + i figures given, let ^;, be the suni of the con- 
junctive and Wi of the disjuiictive probabilities for these figures taken i 
and i together; so thnt w^ and p^ are identical, and r5„^i,/;„^i are rno- 
nomial quantities. Then by a universal theorem of logic we have the 
reciprocal formulae 

(O 5),^, = "r '(-)'+'^>n 

1 = 1 - 

Let US now suppose that we have obtained expressions for the disjunctive 
and conjunctive probabilities of any nuniber not exceeding « figures of 
any kind: we niay extend these to the case of n -|- i figures as follows. 

i^ When the n + i figures are so situated that it is inipossible 
for all of thern to be cut by the same straight line, we have p^j^^ = o so 
that a>„4 1 can be found immediattily in terms of /?, , jp^ , . . , p„ by using 
formula (i), or in terms of a>j , a)^ , . . . , o),, by using (2); i. e. a)„+i can 
be found in terms of known quantitiés; for by hypothesis all the terms 
of Pi or of o>< are known when / is an)' number not exceeding n, 

2°. When all the 71 + i figures are capable of being cut by the 
same straight line, let XY be some straio-ht line which cuts them all and 
call the figures taken in the order in Avhich they are cut by XY 

A Å A A ^ 



^ It may be well to draw at once attcntion to thc fact that diiFerent systems of 
straight linos do not neccssarily cut the figures A^ , A^ , A^ ^ . . . in the same order; as 
ex. gr. if threo circles touch. or so nearly touch ono another that each blocks the channcl 
betweeu the other two, straight lines may be drawn whose intersections with avy one of 
the threo shall be intorniediate to their intersections with thc other two. 
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Let H stretchod sfring be made to wind rouiid these n -(- i contours 
passiug alteniately from one side of XY to the other, as in Fig. i, and 
crossing itself in the n points i, , i.^ ,...,/„ lynig between ^, , ^^ ; Ä^, 



Fig. I. 




A^; , . . An j -4„^i respectively. Let us call the figures enclosed by the 
successive n + i loops of the winding string 

It is obvious that any straight line which cuts all these loops will cut 

all the given fiojures, and vice verså. 

Hence 

A^ ,' A^ . yjg . . . -4„^i = B^. n^ , B^ . . , B„^i . 

Let Pi , JJi rcpresent what Pi , a>, become when for the figures A we 
substitute the loops B, so that 



and 



•'n,. = Z (-)'+>//,, 



-^« + l — Pn + l* 



11^^^ is knoAvn by Bakbieii^s rule, because the loops taken together form 
a single figure, in fact 

where L is the length of the uncrossed string stretched round the system 
of figures B, which is no other than that stretched round the given 
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figures A, Also, by hypothesis, /7, is known for all val nes of i not 
exceeding n. We therefore know jt>„j.i which is the same as P„+,. Hence 
cD^^i is known from (i): thus then p„^^ and a>„^i are both known, so that 
when the conjunctive and disjiinctive probabilities are known in general 
for n figures they beconie known tor n + i figures; but when n =^ i, 
p^ and a>j are equal to one another and to the length of a given 8tret<3hed 
string. Hence, by the usual process of induction, we maj^ conclude that 
the conjunctive and disjunctive probabilities for any number of figures 
can always be expressed as a linear function with positive and negative 
integer coefficients, or in a word as a Diophantine linear function, of a 
finite number of lenorths of certain stretched strinors. 



When there are only two fi- 
gures A^ , A^ we pass a stretched 
string between theni crossing itself in 
i (see Fig. 2): then using (A^X^a) *^ 
denote the length of this string, and 
(A^A^) to denote the length of the 
uncrossed string (indicated by döts 
in the figure) stretched round A^y A,^ 
we ha ve 

IJ, = {A,XA,) 



— F 



and 



®» = K) + {A)—P: 



Fig. 2. 




(where (A^) , {A^) denote thc lengths of the separate bands round A^ , A. 
respectively). 
But 

//, = {A,A,), 

and consequently 

p, = 1\ =^ {A,XÄ,) - {A,A,), 

S, = {A,) + {A,) + {A,A,) - {A,XA,). 
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• 

We will iiow proceod to oonsider in detail the application of thc iii- 
ductive metliod to the case of three figuren for which, siiice each of these 
inay be replaced by a convex band passing round it, we nmy if we 
please for greater graphical siinplicity substitute three convexcs (i. e. 
contours which any secant must intersect in exactly 2 points). Many 
eases requiring separate discussion will arise, but one iniportant couse- 
quence, rising to the dignity of a principle, whieh holds good whatever 
may be the nuinber of iigures, governs thenj all; viz. that the final result 
for either probability is a linear honiogeneous function of lengths of stret- 
ched bands dniwn in various ways round the given iigures and depending 
for their course on the forms and disposition of these figures exclusively, 
wholly uninfhienced by the presence of any points external to t hem. Lines 
drawn from the pointed ends, or apices, of the loops enclosing them do 
it is true make their appearauee in the computations but either coalesce 
into portions of the bands referred to or else entering in pairs with op- 
posite algebraical signs disappear from the final result. As a consequence, 
if for the sake of illustration ^we suppose the figures to be any closed 
curves without singular points, the probability, disjunctive or conjunctivc, 
to be ascertained is a function exclusively of the complete system of 
lengths of double tangents that can be drawn between the curves ,and 
of the arcs into which they are severally divided by their points of 
contact with those tangents. 

We ha ve for all the eases of three figures 

ö>a - Pi —P^2 +P's 
where 

and 

p, = {A,XA^) - {A,A,) + {A,XA,) - (A.A,) + (A.XA,) - {A,A,). 
Thus 

(3) ' ÖK, -p, = {A,) + (A,) + {A,) + {A,A,) + {A,A,) 

-^ {AM - (A.XA,) - {A,XA,) - (AJJ,). 
Similarly 

7/3 ^ 1\ = (BJ + {B,) + {Ii,) + {BM + (BM 
+ {B,B,) - {B,XB,) - {D,XB,) - (/?,XB,), 
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wlicro B^ , Z>2 , B,^ sire thc loopsj of tho striug which passes rouiid the 
figures A^ , -4.^, A.^ and crosses itself at / and./, as showu in Fig. 3. But 
P3 = i>3, and //y is the length of an uncrossed band stretched round the 
entire system of figures A^ , A^^ , .4., (which will be expressed in symbols 
by writing fl^ = (A^A^A^)). 

Fig. 3. 




Hence 

+ {liJB,) - (BJ - (B,) - {B,) - {BM - {B,B,) - {B,B,). 

Moreover 

(7iJB,) ^. (7?,) + (B,) 

and 

(7?,Xi?3) = (»,) + (SJ, 

because 7?, , ^^ and B^ , B^ are pairs of consecutive loops. And when- 
ever the three given figures are capable of being cut by a straight line 
in the order J, , A,^ , A^ (i. e. except in the case p^ —- o, which is se- 

parately considered) 

{BM ^ (^3^,), 

because both the crossing points, v and ./, of the looped string necessarily 
fall inside the uncrossed band round A^ . A^, Thus the value of p^ is 
given by the equation 

(4) p, = {A.ylM - (A.A,) + {BJB,) + (/?,) - {B,B,) - {B,B,) 

which, for iminediate ^urposes, we shall find convenient to write under 
the form 

(5) p, ^ (AA^A,) - {AM 4- (BJB,) - {B, B,) + (B,XB,) - {BM - {B,). 
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We shall apply the formula to the two classes whicli between them 
cornprise all the cases of three figures, viz. 

Glass A. One of the figures, which we call A^, lies either wholly 

or partially inside the crossed band round the other two. 
Glass B. Each figure lies entirely outside the crossed band round 

the other two. 
In Glass A we r.ecognize 3 species, viz. 

Aa. The figure A^ does not cut either of the crossed strings ab , cd 
of the band looped round -4, , A^ (Fig. 4), but lies wholly in 
the same loop as one of them, which we call A^, 



Fig. 4. 




Ab. The figure A^ cuts one, but not both, of the crossed strings 
ab ^ cd (Fig. 5), and part of it lies in the same loop as A^. 



Fig. 5. 




Ac. The figure A^ cuts both the crossed strings ab , cd (Fig. 6 and 
7) and part of it lies in the same loop as A^. 
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To avoid coinplicMting tlmse fij^iirt-s (4, 5, 6, 7) tlie band (looped 
rouii<l A^,A^,A^ 113 shown iii Fig. 3) wliioli crosses itself at i,J ifi 
not givt'11, biit tlic positifiii <if eucli iTossiiig [iniiit \s mtirked by a (iiiiitli 
cro[;s. It ölioukl be observcd that in Fiji. 5 {speoUw Ab) ./ lies outttidf 
the erossod band rouiid Aj . A^\ in Fig. 4 (species An) i ;iiid ,/ lic in tliu 
same Ipop, and in Figs. 6. 7 (specics At-) i and y- lie in opposito loops 
of tlie crossed band roiin<l A,A^. 



Fig. (>. 



Kig. 7. 




The discussion of sperios Aa is very simple; for it is clear fhat the 
conjimcfive probiibility is 

p, ^ {A,XA,) - {A,A,) 

since it is obviously iinpossible for 11 etraight line to ciit A, and A^ 
without cutting A^. Substitiiting this valuc for p^ in forinnlii (3) wp ob- 
tain tlie disjunctivo probability 

S, = (Ä,) + {A,) + (A,) + (A,A,) + iA,A,) - {A,XA,) - {A,XA,). 

The reniaitiing two specios belonging to dass A may be discilssed si- 

multancoiisly ; for we have in all 

the cases (see Fig. 8), using e , f 

to denote the poiiits of contact 

wjth tlie figiire A^ of the stringa 

wbich crnss at tlie point ( (betwccn 

Aj and A.^), 




{I!,XB,) = (A,XA,) + f,+le-ef, 
(11,11,) ... {A,A,) + f, + ie - ef, 
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(B,XÖ,) - [BM = {A,XA,) - M,./J. 



Hence, for all the species of class A, forinula (5) becoines 

p, = {Ä,A,A,) - {A,A,) + KXy/3) - {A,A,) + (JS.XBJ - {B,B,) - {B,). 

In reduciiig ■ the last three tenns of this expression to a form which in- 
volves the lengths of bands round the ^'s, a slight difference arises 
between species Ab (in which, see Fig. 5, the point j and the figure A^ 
are on the same side of the string ab) and species Ac (in which j and 
A^ are on oppositc sides of the string a6, see Figs. 6 and 7). 

Thus, for species Ac, the crossed band round B^ , B^ will not en- 
counter either of the points ?',y, but will be identical with the crossed 
band {abcda, Figs. 6 and 7) round A^ j A^; \. e. 

(B,XB.) = {A,XA,y 

Moreover, a moments reflexion will show that the uncrossed band round 

J5j , 2?2 will combine with the loop J5g so as to form a single band: in 

fact we have 

{BM + (B,) = D, 

where 1> is the crossed band round A^ , A,^ with the loop which contains 
A^ distended until it also contains A^. 

But in species Ab (see Fig. 9), let the points of contact with A^ of 

Fig. 9. 




the strings which cross at ./ (between A^jA,^ be c/ , h; and let a string 
jk, in contact with A^ at Ä:, be stretched from J to th(; iigure A^: then 
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and 



(/>',X/^,) = (^.X^J + OJ +Jk + ka -ah-by 



{BM + {B,) = D + Ä/- +jk + ka -ab — by, 



where D is the band (abf/chjlmna), derived from the crossed band 
[abgcdna) round A^ , A^ by distending the loop whicli contains A^ until 



it also contains A^, 



Hence 



{B.llQ - {BJi,) - (iij = (yi.X^,) - 1), 



and the general forinula for the conjunctive probability (for chiss A) 
becomes 

(6) p, ^ {A,A,A,) + (y/.X.<,) + {A,IA,) - {A, A,) - {A,A,) - 1). 

Combining this with forniula (3), which belongs to all cases of threc 
tigures we obtaiii 

Co, = (A,) + (A^) + (A,) + {A,A,) + {A,A,A,) - {A,XA,) - D, 

The species Aa , Ab , Ac are 
distinguishable from one another 
by the difference in shape of the 
band D belonging to each. Thus 
in Aa the band D is not distended 
at all, but is simply (A^XA^); in 
Ab the loop containing A^ is dis- 
tended on one side only; and in 
A c is distended on both 
sides (see iigures 10 and 
ii). This difference in 
shape will be denoted by 
writing l>j for I) in the 
general forinuhi when the 
species is Ab, and D^ for 
J) when the species is Ac. 

The dotted. bands 
{pgjffhjlnmp) 




Fig. ri. 





\ 
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of Fig. lo, and [abliJmna) of Fig. i i are wliat the dotted bands of 
Fig. 7 (species Ac) and Fig. 5 (speeies Ab) becoine, when the former is 
doubly and the bitter singly dit^tended. 

Varieties of the speeies in cbiss A (viz. one variety for Aa, two for 
Ac, and three for Ae, niaking 6 cases in all) occur when wii consider 
tlie situation of the ligure A,^ with respect to the uncrossed band round 
A^ , A.^. In all cases wherc A^ lies Avholly inside this band we have 
{A{A^A.^) = [A^A.j)^ so that in all sueh cases the general formiila (6), 
which gives the conjunctive probability, becomes 

Aa. We have 
SO that 

(the same as the result previously obtained from ä priori con- 
siderations). 
Ab. T. The figure A^ lies wholly within the uncrossed band round A^,A^ 

p, = {A JA,) + (A JA,) - {A,A,) - I\. 

Ab. 2. The figure y/^ ^^^^^ ^^^^ uncrossed 1)and round A^ , A.^ 

p,^{A,A,A,) + {A JA,) + (J,XA) - (AA) - (AA) - A- 

Ac. I. The figure A^ lies wholly within the uncrossed band round A^, A^. 
A c. 2. The figure A^ cuts only one stririg of the uncrossed band 

round A^ ^ ^3- . I^^ these two cases the formuhie which give j;^ 

are the same as in the corrcsponding varieties^ of A b, except 

that J)^ takes the place of I)^. 
Ac. 3. The figure A,^ cuts botli strings of the uncrossed band round 

A^ , A^. In this case the formula for the conjunctive probability 

p,=^ {A,A,A,) + (./,X^3) + {A JA,) - {AM - (AA) - iK 
becomes greatly simpliiied; for (sce Fig. 12) 

D, — {A,A,A,) = rsjfiu + vljhf — rf — vu = {JJA,) — {A,A,) 



so t ha t 
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which is evidently true, since every straijrHt liiie which cuts 
both A^ and A^ iiiust i\Uo (in this case) cut A^, 

Fig. 12. 




We have now enuuierated all the 6 cases of Class A, and given in 
eacli case the forinula for the conjunctive probability (from which, by 
means of formula (3), the disjunctive probability may be dctermined im- 
mediately). We proceed to the discussion of Class B. 

In Class B (i. e. in the class where each figiire lies entirely outside 
the crossed band round the other two) we recognize 4 species, and in 
one of them 2 varieties, making 5 cases in all. The enumeration is as 
follows. 

Ba. There is one definite order of succession in which the three 
iigures can 1)e cut by a system of straight lines. There are 
two varieties of this species, viz. 

Fig. 13. 



\ 




Ba. I The middlo figure [A^, see Fig. 13) lies wholly inside the 



198 



J. J. Sylvester. 

uncrossed band round tlie other two. Thu small erosses in 
this iigure, j»s in others, indicate the {)ositix)ns of the points 
ijj whero the string looped round A^,A^^A^ (see Fig. 3) 
erosses itself. 

Fig. 14. 




Ba. 2. The middlc figure cuts the uncrossed band round the other 
two as shown in Fig. 14. In this, as in the preceding case, 
both i and J lie öutside the crossed, but inside the uncrossed, 
band round A^ , A^^. ^ 

Fig. 15. 




Bb. The figures niay be cut in two different orders by two distinet 
systems of straight lines (see Fig 15). One system of straight 
lines cuts the figures in the order A^ , A^, A^\ the other system 
cuts them in the order A^^A^j A^. 



* This circu lustan cc cnablcs U8 to discuss Ba. I and 6a. 2 siiuultancöusly. 
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Bc. The iigures iiiay be cut hy three distinct systems of straight 

lines (Fig. 1 6). 
Bd. The three figures cannot all be eiit by any straight line (Fig. i 7). 



Fig. 16. 



Fig. 17. 







In all cases with the exception of Bd, whieh will be treated sepa- 
rately, we have (see formula 4 ante) 

p, = {A,A,a;) - {A,A,) + {B,XB,) + {B,) - {BM - {3^. 



Fig. 18. 




In Ba (see Fig. 18) we have 

(B,/?,) = {Ä.^A,) + M + ik — kc — cd — (Ut, 
{B^ B,) -= (^, Aj) + mj -\-Jn — nf— fe — em , 



{B,Xri,)^.{B,) + {n,) + ik-kc-cr-rj+jn-nf—fp - pi. 



em 
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Substituting these values in the general expression for j^g, we obtain 

Ph = (^i^l^^u) — i^M — (A A) — (^i^J 
+ (^,) + (ö,) + {Bs) — »>'>• —re :Jr cd + dh — hp — pf + fe + 

where the term — mr coines from — mj — r/, and the term — Äjt? comes 
from — hi — pi\ the other terms involving the points i,./ or the points 
of contact k , n of tangents dniwn from thein to the original fignres 
disappear in pairs. The terms 

(^i) + (^.) + (^J — ^^^r — re + cd + dh — hp — pf + /e + em 

will be seen to coalesce into a single band (whose course is marked in 
Fig. 1 8 by the continuous line aqiyljshkcdhmefnaj all other lines in 
the figure being dotted). This band we shall call J,. 

Fig. 1 8 is drawn for the ca se Ba. 2, but the investigation of ease 
Ba. I is precisely the same as that of Ba. 2. In both cases we find 



P, 



{A,A,A,) - {A,Ä,) - {A,A,) - [A,A,) + å. 



for the ronjunctiye probability, and consequently 

gives the disjunctive probability in both cases. 

The band å^ for the case Ba. i is shown by the continuous line 



Fig. 19. 




of Fig. 19, i. e. J, is the band atrjfflsvbxcdwuefya: its course is pre- 
cisely the same as that of the Jj for the case Ba. 2. 



Od 6n£foD*s Problem of the Ncedle. 201 

The difference between the two cases is this: in Ba. i we have 

(A^A^A^) = (A^A^) 

80 that 

p, = d, -{A,A,) — {A^A,),' 

whereas in Ba. 2 (and in all the cases to be subsequently considered) 

the terms {A^A^) + (^j-^) + (-^1^2) — (-^i^a^s) coalesce into a single 
band which we shall call dy so that 

i>8 = 4 — ^• 

The course of the band J is marked by the letters abkcdhmefna in 
Fig. 18. The band Jj may be derived from d by supposing its recti- 
linear portion ab to be pressed inwards by the figure A^ so as to occupy 
the position aqglsh. 

The investigation of the case Bb proceeds on exactly the same lines 
as that of Ba. 2; we start from the same general formula and, by 
performing precisely similar work, obtain the result 

Vz = ä^ — d, 

where (see Fig. 15) J is the band ahxcdzefya whose course is indicated 
by döts, and J, is the band derived from d by supposing two of its 
rectilinear portions ab y cd to be pressed inwards by the figures A^ and A^. 
In the case Be (Fig. 16) the work is simplified by observing that 
each of the figures A^y A^y A^ blocks the channel between the other two 
(i. e. no straight line can pass between any two of them without cutting 
the third). Hence every straight line which cuts the uncrossed band 
round all the figures must cut one or more of them; i. e. 

cD, = {A^A^A^) 

^ By an easy rearrangement of the bands the value of j>, for this case may be ex- 
pressed as the diflference of the two bands, atuelgdwvbxya and atqgleuwdglsvbxya (see 
Fig. 19)) derived from the uncrossed band abxya round A^,A^ hy twisting its rectiMnetLV 
portion ab right round A^ in opposite directions. 

Actm m^tktm^ticm, 14. Imprimé la 10 avril 1890. V 26 
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and consequently formula (3) givcs 

Now it is easily seen that 
and 

(^,X^,) + KX^4.) + (.i,x^ij - {A,) - {A^) - (^,) = 4 

where J is tlie band ahxcdzefya (shown by the dotted line in Fig. 16) 
and Jj . is what å becomes when its rectilinear portions ab j cd j ef are 
pressed inwards by the figures A^ ^ A^ ^ A^. 
Thus 

1^8 = 4 — ^• 

The sole remaining case of three figures is Bd (Fig. 17), the case 

in which no straight line can possibly cut all three figures. In it we 

have obviously 

11, ^ o 
and therefore 

®, = (^,) + (^,). + G4,X+ {A^A,) + (^,^,) 

This case forms no exception to the general rule for finding the oon- 

junctivc probability in -cases belonging to class B. 

We have 

J == ahxcdzefya 

(i. e. å is the dotted band of Fig. 17), and since this band is not 
pressed inwards by any of the figures the conjunctive probability accor- 
ding to the rule would be å — J = o, which is right. 



Having thus pointed out the general method of procedure, and il- 
lustrated it by treating in detail the case of 3 figures, it does not seem 
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desirable to pursue the subject further in this direction for the present; 
but, before concluding, it may be worth while to notice that, in the ge- 
neral case of n limited right lines, the probabilities with which we have 
to do becom^ Diophantine linear functions of the sides of the complete 
2w-gonal figure of which the n pairs of extremities of the lines are the 
angles. There will be a group of such linear functions depending on 
the mutual disposition of the n lines, but the number of formulae in 
any such group will be much greater than in the case of n general 
figures: for, when we pass from these to indefinitely narrow ovals, the 
portion of a definite band (appearing in any formula), partially surroun- 
ding any one of such o vals, may, according to the mutual disposition of 
their major axes, have in common with it an infinitesimal are in some 
cases, in others an are (to an infinitesimal prés) equal to a circumference, 
and again in others to a semicircumference of the oval; which latter is 
ultimately the same as the length of the line whose double the complete 
circumference represents. 

By way of illustration let us consider the question of two needles 
or limited straight lines rigidly connccted. Neglecting the limiting cases, 
where one of the lines terminates in the other, there will remain 3 hy- 
potheses: 

'A. The lines intersect. 

B. The lines tend to intersect in a point external to each of them. 

C. One of the lines tends towards a point lying within the other. 
Let p^ denote the chance of both the needles AB , CD being cut 

by one of the parallels, (5^ the chance of one or other of them being 
cut: then we have the general formulae 

(D, ^2AB+ 2CD — P, pjg 20. 

p^ = difference between iy>^ -^ 

thc crossed and uncrossed bands round AB , CD y. ^r 

applicable to all cases. ' ^C 

A. When the lines intersect >^ X 

5), = JZ> + DZ/ + BU + CVi, C*^- N 

IK = 2AB + 2CD — AD — DB — BC — CA. 
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Fig. 21. 
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B. When the lines tend to intcrsect in 
a point external to each of them 

= {AB + BC + OD + DÄ) 

— {AB + BD + DC + CA) 
= BC — CA + AD — DB,' 

= 2AB + 2CD — BC + CA — AD + DB. 

C. When one of the lines tends 
towards a point lying within the other 

p^ = {2 AB + BC + CD + DB) 
— {AC + CD + DA) 
= 2AB+BC—CA — AD + DB, 

c:^:l^. 22::;::::.!^ (ö,= 2Cd-bc+ca + ad-db. 

The complexity of cases for 3 right lines is such as would require a 
separate study even to obtain a perfect enumeration of them; consequently 
I shall leave it to others to pursue the subject further whether as regards 
principles or details. I will only add that the ascertainment of the ge- 
neral law that the formulae contain no other arguments than lengtbs of 
tight endless bands variously drawn round the given contours appears to 
me a distinct step achieved in the prosecution of this extensive Theory, 
and one that is far from being obvious a priori. Buffon's problem 
of the needle, it will be seen, has now expanded into a problem of n 
needles rigidly connected, which may be treated as a corollary to that of 
n entirely separate general contours, the mode of solution of which, it is 
believed, has been sufficiently indicated in the investigations which form 
the subject of this memoir. 

New College, Oxford, Jan. 22***, 1890. 

^ Imagine a string passing from £ to O, from O to il, from A io D^ and from 
D to B. This striDg^^caDDOt be kept tight unless fastened by pina at A , B , C , D, 
Inserting the necessary pina and tightening the atring, we agree to conaider the coDaecu- 
tive portions of the atring aa alternately poaitive and negative. 

On theae suppoaitiona j>, ia the algebraical length of the band BGADB stretched 
round the pina. The method of repreaentation by means of pinned banda may by extended 
to the caae of two (or any number of) general figurea. 
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Postscriptutn. 

Since the above was set up in print iny attention has been called 
to the fact that the extension of Barbier^s theorem referred to on p. i86 
ig due to Prof' Crofton and is given by him in his celebrated paper on 
the Theory of Local Probability contained in the Philosophical Trans- 
actions for 1868. Stränge to say, no reference to this, so far as I can 
find, is made in Czuber's treatise. It is the more singular that I should 
have overlooked the fact inasmuch as it was an outcome of conversations 
with myself, when Prof' Crofton was serving under me in the Royal 
Military Academy at Woolwich, that he was put upon the track of in- 
vestigations in local probability in which he has since earned for himself 
so great and well merited celebrity. It may be added that Prof' Crofton 
seems to have written in entire ignorance of Barbier's discovery as he 
makes no allusion to it in his paper. 

It is indeed a romantic incident in mathematical history that Buffon^s 
problem of the needle should have led up (as is undoubtedly the case) 
to Crofton'8 new and striking theorems in the integral calculus repro- 
duced in Bertrand's Calctd integral. 

t/. J, S, 
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OBER DIE A6HT SCHNITTPUNKTE 
DREIER OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

Auszug eines Schreibens an Herrn H. G. Zeuthen 

VON 

H. SCHEOETER 

in BABSLAU. 



Der schöne Satz, welchen Sie kQrzlich im Anschluss an eine 

Arbeit des Herrn Dobriner in den Acta mAthematica^ Bd. 12, mit- 
getheilt haben und der gegenö.ber der HESSEschen Darstellung ^ne voU- 
kommene Symmetrie liefert fttr eine Gruppe von acht associirten Punkten 
findet sich implicite ausge8proc]ien in einer Arbeit von A. Buchheim: 
An extension of Pascal' s theoretn to space of three dimensions (Messenger, 
(2) Vol. 14, 74 — 75). Die Arbeit selbst habe ich nicht nachsehen können, 
weil sie auf der hiesigen Bibliothek nicht vorhanden ist; wohl aber findet 
sich in den »Fortschritten der Mathematik», Bd. 16, S. 576, folgendes 
Referat: 

X)Wenn eiii Achteck einer cubischen Raumkurve einbeschrieben 
ist, so sind die Schnitte der Gegenflächen die Erzeugenden eines 
Hyperboloids; d. h. ålso, nennt man die-Ecken des Achtecks 12345678 
und bezeichnet durch 123 die Ebene durch die Punkte 1,2,3, so 
sind die vier Linien (123 , 567)(234, 678)(345 , 781X456, 812) die 
Erzeugenden eines Hyperboloids.» Gir. (Lp.) 

Der Beweis, welchen ich mir vor mehreren Jahren von diesem Satze ge- 
macht habe, setzt nichts weiter voraus, als dass durch die acht ge- 
gebenen Punkte sich Hyperboloide legen lassen, gilt also ebensowohl för 

Aeta matktmattcm, 14. Imprimé le 10 avril 1890. 
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acht Punkte einer Raumkurve dritter Ordnung, wie för eine Gruppe von 
acht associirten Punkten. Gestatten Sie mir, Ihnen denselben mitzutheilen: 
Wenn acht Punkte des Rauines 1,2,3,4,5,6,7,8 eine Gruppe von 
acht associirten Punkten bilden, also jede Oberflache zweiter Ordnung, 
die durch sieben derselben geht, auch den achten enthalten muss, so wird 
ein Hyperboloid, welches die Geraden |i2| \6y\ zu Erzeugenden hat und 
durch die Punkte 3,4,5 geht, auch den Punkt 8 enthalten, also findet 
die Projectivität der beiden Ebenenbttschel statt: 

I 12 1(3458) Ä I 67 1(3458)- 

Schneidet man die beiden projectiven Ebenenbtlschel mit der Ebene [345], 
so erhalt man zwei projective Strahlenbtischel, die einen Kegelschnitt er- 
zeugen; auf diesem liegen die sechs Punkte: 

3,4,5, (12,345) = 0, (67,345) = 0,, (128,678,345) ==5p 
und bilden ein Pascarsches Sechseck: 

3450,5P0, 
bei dem die drei Schnittpunkte der Gegenseiten 

(34,0,^), (45,0*), (50,, 30) 

auf einer Geraden g liegen. 

Diese drei Punkte der Geraden g lassen sich nun änders ausdrdcken, 
denn es ist offenbar 



(30, 50,) = (123, 345, 567), 



|0,*| = 1345,678 1, |0*| = |345,8i2 
1 50,1 = 1345,5671, |30| = |i23,345|, 

(34,0,g}) = (34,678), (45 .0?P) = (45 , 812); 
also liegen diese drei Punkte 

a, = (123,345,567), 
j, = (34 ,678), 
}« = (45,812) 

auf der Geraden g. 



Ubcr die acht SchniltpuDkte dreicr Oberflächen zwcitcr Ordnuiig. 

Bezeichnct) wir nun die vier Schnittlinien: 
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f ; 



1 



h = 
1. = 



123,5671, 
234.678I, 

345,781 |, 
456,8121, 



SO ist ersichtlich, dass ff der Geraden l^ begegnen muss, weil jj in ^ liegt 
und gleichzeitig in I^; ferner begegnet // der Geraden Z^, weil j^ '" beiden 
Geraden liegt; g begegnet auch der Geraden l^ weil j^ in beiden Geraden 
liegt, und endlich begegnet ff auch der Geraden Z^, weil beide in der- 
selben Ebene [345] liegen; also begegnet ff allén vier Geraden \l^l^lj^ 
gleichzeitig. Auf dieselbe Weise, wie wir die Gerade ff gefunden haben, 
können wir weitere Gerade derselben Eigenschaft iinden, indeni wir von 
eineni andern durch die acht Punkte gelegten Hyperboloid öder von eincr 
anderen aus deniselben entspringenden Proje(!tivitilt ausgehen. Dies ge- 
schieht am einfachsten dadurch, dass wir die Zahlcn 1,2,3,4,5,6,7,8 
cyclisch fortschreiten lassen, also als zweite Projectivitftt wahlen 

23i(456i) a":78|(456i). 

Dadurch crhalten wir eine neue Gerade ff'\ die vier Geraden IJJJ^^ gehen 
aber durch cyclisches Fort^^chreiten in einander liber, bleiben also dieselben; 
wir können derngemilss acht Gerade ff angeben, welche gleichzeitig den 
vieren J^J^iJ^^ begegnen, woraus denn die hypcrboloidischc Lage der vier 
Geraden 1J.JJ^ d. h. Ihr Satz folgt. 

Breslau im September 1889. 
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OBER BESTÄNDIG CONVERGIRENDE POTENZREIHEN 

MIT RATIONALEN ZAHLENCOEFFICIENTEN UND VORGESCHRIEBENEN NULLSTELLEN 

VON 

A. HURWITZ 

in K0NIU8BERG i. Pr. 

Den Quotieiiten zweier reeller ganzun Zahlen bozeicliiKi ich im Kol- 
geiiden als reelle ratioiiale Zahl und verstehe uiitor eitier ratioiialcn Zalil 
schlechthin jede Grösse a + ft/, dereu Componeiiten a und h reelle ratio- 
nale Zahlen sind. 

Es sei irgend eine Fotenzreihe 

(i) 5JJ(a;) --= a, + a^x-+ a.^x'' + . . . 

gegében. Bann känn man stets, und zwar auf unendlich vkle Weisen, eine 
beständig convergirende Fotenzreihe g[x) so bestimmeny dass die Kvlwick- 
lung des Produktes . 

(2) 5p(:r) . e^<'^ -= r, + r,x + r./' + . . . 

lauter rationale Coefficiepiten besitzt. Wenn in's besondere die (Joefficlenten 

^'0 > ^'1 > ^2' • • • ^'^^ ^(^) ''^^^^ sind^ so känn man die Heslimmung von g(x) ho 
treffeuj dass die Coefficienten r^ , r, , r^ , . . . reelle rationale Zahlen wcrden, 

Zum Beweise dieses Satzes nehine man eine unendiiche Ii<5ihe poHiti- 
ver Grössen £, , s^ , £3 , . . . an, welche nur der Bedingung unterworfen 
sindy da8s die Potenzreihe 

ii) t^-r. + e^x' + 2,x' + . .-. 

Ada matktmatiem, 14. ImprfBé U 9 åéetmhxt IMO 
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beständig convergirt. Sodann entwickle man log ^^ (ii*) in der Form: 

(4) log5p(,T)=-iflogrr + log rf, + i^x + a,a^' + ..., 

wo a^ den ersten nicht verschwindenden Coefficienten a^ , a^ , o^. . . 
bezeichnet. Endlich setze man, f(\r n=^ i , 2, 3, . . ., 

(5) ««=/>/»— Ai, 

indem man die rationale Zahl p^ so bestimmt, dass der absolute Betrag 
von y9^ kleiner als £„, also in Zeichen: 

(6) , /?n ! < ^u 

wird. Diese Bestimmung ist stets möglicli, da in jeder noch so kleinen 
Uingebung von a„ unendlich viele rationale Zahlen vorlianden sind. Nun* 
mehr wird die Reihe 

(7) (JK^) — — logr/, + y9^.r + y9,^;' + . . . 

die gewQnschten Eigonschaften besitzen. Dcnn einerseits zeigt der Ver- 
gleich mit der Reihe (3) auf Grund der Ungleichung (6), dass g(x^ be- 
ständig convergirt. Andererseits ist 

l^g^('^) + y{^) — 5loga; + />,.'r +/>,rc^ + ... 
lind folglich 

— X^ Il + [p^X + p^X^ + ...) + Vi^^Px^ + /^3^' + • • •)' + •.••]. 

Die Entwicklung der rechten Seite dieser Gleichung nach aufsteigen- 
den Potenzen von x liefert aber lauter rationale Zahlencoefficienten, da 
yOj , yOj , . . . rationale Zahlen sind. Wenn die Potenzreihe "^(x) reelle Coef- 
ficienten besitzt, so werden auch otj , a^ , . . . reelle Zahlen sein. Man känn 
dann oflfenbar />,j als reelle rationale Zahlen wRhlen, so dass auch die 
Potenzentwicklung von Sp(r) . e^"^^ reelle rationale Zahlencoefficienten erhält. 

Aus dem vorstehend bewiesenen Satze lassen sich einige bemerkens- 
werthe Folgerungen ziehen. Es sei gegcben eine Reihe von Grössen 

(8) ' • ^^ • ^'s , ^':, T • • • » 
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welche our der Bedingung unterworfen sind, dags 

(9) lim a^= 00 



n=» w 



ist, falls die Reihe (8) nicht abbricht. Nach einem Satze des Herrn 
Weierstrass ^ känn man dann auf mannigfaltige Weise eine beständig 
convergirende Potenzrcihe herstellen, welche die Grössen (8) und nur 
diese zu Nullstellen hat. Bezeichnet 5p, (x) irgend eine solche Potenzreihe 
so sind alle Obrigen in der Form 

(10) ^{x) = ^^{x).e''''' 

enthalten, wo G{x) eine beliebige beständig convergirende Potenzreihe 
bedeutet, Wenn die Reihe (8) in sich ttbergeht, falls jede Grösse a^ 
durch ihren conjugirt imaginären Wcrth ersetzt wird, so darf man vörans- 
setzen, dass ^^{x) reelle koefficienten besitzt. Denn andernfalls sei %{x) 
die Reihe, welche entsteht, wenn man jeden Coefficienten von SPj (x) 

durch seinen conjugirten Werth ersetzt. Dann ist ^^2(''^) "^ V^^i(^) ^i(^) 
eine Potenzreihe mit reellen Coefficienten, welche an Stelle von ^^{x) 
gesetzt werden känn. 

Auf Grund des oben Bewiesenen können wir nun den Satz aussprechen: 

Wenn eine Reihe von Grössen (8) gegehen ist, so känn man auf man- 
nigfidtige Weise eine beständig convergirende Potenzreihe herstellen , welche 
die Grössen (8) und nur diese 211 Nullstellen hat und welche Hberdies ratio- 
nale Zahlencoefficienten besitzt. Falls die Reihe (8) in sich ubergeht, wenn 
man Jede in ihr enthaltene Grösse durch deren conjugirt-imaginåren Werth 
ersetzt, so känn man jene Potenzreihe derart bestimmen, dass sie reelle Coef- 
ficienten erhdlt. 

■ • 

Wie eine leichte Uberlegung zeigt, erhält man die allgemeinste Po- 
tenzreihe von der im Satze genaiÄiten Beschaflenheit aus einer bestiramten 
^^,(;r) vermöge der Gleichung 

(n) 5p(.rr) = c.5Pj(a;).e^''^^V 



' Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, AbhaDdluDgcn der Kö- 
nigl. Akadetuic der Wisscnschaften zu Berlin vom Jahre 1876. Wieder abge- 
d nick t in den AbhcnuUu^pen aus der FuncUouenléhre, Berlin 1886. 
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wo C irgend eine rationale Zahl und h[x) irgend eine beständig conver- 
girende Potenzreihe mit rationalen Coefficicnten bedeutet. 

Der besondere Fall, in welchem die Reihe (8) aus einer einzigen 
Zahl a besteht, ergiebt den Satz: 

jede beliébige [reelle öder complexe) Zahl a ist Wurzel einer Gleichang 

o = r, + r^(v + r^x' + • • ., 

deren recJite Seite eine beständig convergirende Potenzreihe mit rationalen 
{reellen bez. compleooen) Coefficienten darstellt und welche ausser der Zahl 
a keine weitere Wurzel hesitzt,i> 

Sei ^{x) eine beständig convergirende Potenzreihe mit rationalen 
Coefficienten, und sei a^^ a^, a^^ . . . die Reihe ihrer Nullstellen. Die 
letzteren mogen willktirlich in n Gruppen (tj , (t^ , . . . (?„ zerlegt werden. 
Nach dem Vorhergehenden ist es dann möglich n — i beständig conver- 
girende Potenzreihen ^i(ä^), SPil^)» • • • ^rt-i(^) ^'* rationalen Coefificienten 
herzustellen derart, dass 5p^(ic) för die in die Gruppe G^ aufgenommenen 
Stellen und nur fttr diese verschwindet. Der Quotient aus ^{x) und 
dem Produkte ^^{x) . ^^{x) . . . 5p„_i(J^) lässt sich dann als beständig con- 
vergirende Potenzreihe 5p„(.t;) mit rationalen Coefficienten darstellen, und 
es wird 5p„(rr) fttr die^in Gf^ enthaltenen Stellen und nur fttr diese ver- 
schwinden. Hieraus folgt: 

Jede bestäfidig convergirende Potenzreilie mit rationalen Coefficienten 
lässt sich als Produkt von n ebensolchen Beiheti darstellen derart, dass sich 
die Nullstdlen der ersteren lieihe in beliebig vorgeschriebener . Weise aiif die 
n Factoren vertheilen. 

Ins besondere känn man also dfc linke Seite einer algebraischen 
Gleichung n^^ Grades mit rationalen Coefficienten auflösen in ein Produkt 
von n beständig convergirenden Potenzreihen mit ebenfalls rationalen 
Coefficienten, von welchen jede einzelne fttr je eine Wurzel jener Gleich- 
ung verschwindet. 

Aus den vorstehenden Sätzen geht hervor, dass im Gebiete der be- 
ständig convergirenden Potenzreihen mit rationalen Coefficienten eine un- 
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beschränkte Zerlegbarkeit stattfindet, und dass also in diesem Gebiete der 
BegriflF der IrreducibilitÄt keine Stelle findet. ' 

Schliesslich erwahne ich iioeh folgendeii Satz, dessen Beweis nach 
den eingangs angestellten Betrachtungen keine Schwierigkeit bietet: 

Jede beständig convergirende Potenzreihe mit heliehigen Coefficienten 
hann dargesteUt werden als Produkt von imendUch vielen beständig conver- 
girenden Potenzreihen mit rationalen Coefficienten^ von welchen Jede einzelne 
an einer öder an keiner Stelle verschwindet. 

Königsberg i. Pr. 10. Mftrz 1889. 



* Vgl. E. Strauss: Eine Verallgemeinemng der dekadischen Schrelhweise nebsifunc- 
tioneniheoreiischer Anweuduvg, Acta Mathcmatica, Bd. lU S. 13. 
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OBER DIE 

DIOPHANTISCHEN GLEICHUNGEN VOM GESCHLECHT NULL 

VON 

D. HILBERT und A. HURWITZ 

in KÖNIG8BERG i. Pr. 



Die vorlieorende Mittheilunor behandelt die Aufeabe, alle ffanzzahlioren 
Lösungen der Gleichuno^ 

zu linden, unter der Voraussetzung, dass f{x^ , x^ , x^) einc ganze ganz- 
zahlige homogene Fiinction vom w^° Grade in den Variabeln x^^ ^ (C^^ x.^ 
bedeutet, und die durch jene Gleichung definirte ebene Curve das Ge- 
schlecht NuU besitzt. Die Frage nach allén denjenigen Punkten der 
Curve (i), deren Coordinaten rationale Zahlen sind, bezeichnet oflFenbar 
im wesentlichen die orleiche Aufo;abe. 

Zur Lösung der Aufgabe sttUzen wir uns auf die Abhandlung von 
M. Nöther: Rationale Ausfuhrung der Operationen in der Theorie der al- 
gehraischen Ftinctionen.^ Den dort entwickelten Resultaten zufolge können 
wir zunächst, falls die Gleichung (i) vorgelegt ist, durch eine endliche 
Zahl von rationalen Operationen entscheiden, ob die Voraussetzung, dass 
das Geschlecht der Gleichung NuU ist, zutrifft. Sodann ist es ebenfalls 
durch rationale Operationen möglich, n — i linear unabhängige t^rnäre 
ganzzahlige Formen ^i » c^^ , . . . , fr„._i von der {n — 2)*^*° Ordrmng an- 



^ Mathematische Anoalen, Bd. 23, S. 31 1 ff. 

Aeta math^mmttrm. 14: Tmprimé U 16 décembre 189a . 28 
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zugeben derart, dass filr beliebige Parameter Aj , A^ , . . . , X„_i die Curve 
(i) von der Curve 

(2) AjjTj + Aj^j + . . . +-A„-iF«-i = o 

in n — 2 mit den Parametern A, , -A.^ , . . . , Å,^_.l veränderlichen Punkten 
geschnitten wird. Die Gleichung (2) stellt die zu der Curve (i) adjun- 
girten Curven (w — 2)^" Ordnung dar. 
Es sei nun zur Abktlrzung 



(3) 



02 = ^ifi + ^«fs + • • • + ^,»-if«-n 



wobei An , A12 , . . . , Ag,»-! unbestimmte Parameter bedeuten. Transformiren 
wir sodann die Gleichung (i) vermöge der Formeln 

(4) Vi :y,' ys = ^i' <!>,'<'>,, 

80 erhalten wir eine Gleichung 

(5) ffivi yy^^y,) = 0, 

deren linke Seite eine ganzzahlige Form von y^ , y^ , f/j, und den Para- 
metern All , A12 , • • • > ^.«-i ist. Ferner ergiebt die Ausftihrung der Trans- 
formation Formeln der Gestalt 

(6) a\ : x^ : x.^ = T^ : T ^ : T ^ j 

wo ^\ , V'\ , V'3 ebenfalls ganzzahlige Formen von y^ , y^, //g und den 
Parametern A,i , A,.,, , . . . , A;, „_i sind. Wir setzen diese Formen ohne einen 
allén gemeinsamen Theiler voraus. Die Form ^(//^ ,7/^ , yj ist nothwendig 
irreducibel und homogen von der (« — 2)^° Ordnung in den Variabeln 
^1 > Va > y-i » ^i^^ Thatsache, welche unmittelbar aus den bekannteii Sätzen 
ttber die rationalen eindeutig umkehrbaren Transformationen der alge- 
braischen Curven folgt. Wir ertheilen jetzt den Parametern Ap , Ajo, .., A3 „._, 
solche ganzzahligen Werthe, dass die Form g{y^ , //.^ , y^) irreducibel bleibt. 
Dies ist stets möglich, da diejenigen Werthe von An , A,, , . . . , A8,„_i, ftir 
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welche g{jf^ , y^ , y^) reducibel wird, gewissen algebraischen Gleichungen 
genögen inttsseii. Vennöge der FormelTi (4) und (6) entspricht nunmehr 
jedem Punkte der Ciirve (i), dessen Coordinaten rationale Zahlen sind, 
ein ebensolcher Punkt der Curve (5) und umgekehrt. Daher ist unsere 
ursprttngliche Aufgabe auf die Behandlung der Gleichung.^(//j , y^,//.,) — o 
zurftokgeftthrt, welche ebenfalls ganzzahlig und vom Geschlechte Null ist, 
dagegen einen uni zwei Einheiten geringeren Grad als f[x^ , x^ , x^) = o 
besitzt. 

Da die Fortsetzung dleses Verfahrens so länge möglich ist, als der 
Grad der Gleichung grösser ist als drei, so gelangen wir schliesslich zu 
einer Gleichung dritten öder zweiten Grades, je nachdeni der Grad n der 
urgprilnglichen Gleichung eine ungerade öder eine gerade Zahl ist. Eine 
Gleichuntj dritten Grades können wir aber sofort auf eine Gleichungr ersten 
Grades reduciren. Denn eine solche Gleichung slellt eine Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppel- öder Rttckkehr-Punkte vor, dessen Coordinaten 
nothwendig rationale Zalilen sind, und diese Curve känn stets vermöge 
einer rationalen eindeutig umkehrbaren Transformation in eine gerade 
Linie ubergefilhrt werden. Je nachdem also die Ordnung der vorgelegten 
Gleichung eine ungerade öder eine gerade Zahl ist, erhalten wir schliesslich 
eine Gleichung ersten öder zweiten Grades. Wir behandeln diese beiden 
FäUe gesondert. 

Im ersteren Falle sei 

(7) ^K , w, , W3) = o 

die erhaltene lineare Gleichuno;. Es lassen sich dann oflFenbar drei t^anz- 
zahlige lineare Formen co, , o)^ , co^ der homogenen Parameter t^ , t,^ von 
der Art angeben, dass die Proportion 

(8) Wj : u^ : w., = (o^ : cw^ : (o^ 

alle rationalen Lösungen der linearen Gleichung (7) liefert, wenn wir ft^r 
die Parameter t^ , t^ alle möglichen ganzen Zahlen einsetzen. Indem wir 
nun durch successive Anwendung der vorhin ausgefohrten Transforma- 
tionen zu der urspri^nglich vorgelegten Gleichung (1) zurtlckgehen, ergiebt 
sich eine Proportion von der Gestalt 

(9) ^\'^2'^Z= Pi'p2'Pz^ 



220 D. Hilbert uod A. Hurwitz. 

• 

wo Py j p^ y /?3 ganzzahlige Formen n^®"* Ordnung der homogenen Variabeln 
t^ , t^ bedeuten. Nach eventuelleni Ausschluss einer ondlichen Anzahl von 
Lösungen, welche wir als singuläre Lösungen bezeichnen und auf welche 
wir sogleich £urtickkominen werden, findet man aus der Proportion (9) 
alle tlbrigen, nicht-singulären rationalen Lösungen der Gleichung (1), wenn 
man den Parametern t^ , t^ alle möglichen ganzzahligen Werthe ertheilt. 
Es ist daher offenbar, dass wir alle nicht-singulÄren ganzzahligen eigent- 
lichen Lösungen x^jX^^x^ unserer Gleichung (i) erhalten, wenn wir in 
P\ y P^y Pz ^^^ Parameter t^ , t^ alle möglichen Paare relativer Primzahlen 
annehmen lassen, und immer den grössten allén drei Zahlen gemeinsamen 
Theiler unterdrttcken. Um jedoch zu bestimmten Formeln fttr diese eigent- 
lichen Lösungen zu gelangen, bilden wir die Resultante der beiden Formen 

KP\ + KP'i + KPz^ lhP\ + P-iP^ + /^«/^:j» 

wo Aj , A3 , Ag , /£, , /ij , /£, unbestimmte Parameter bedeuten. Diese Resultante 
ist eine ganze ganzzahlige Function der Parameter A, , A^ , k^ , /jt, , /i, , /i^ , 
welche nicht identisch verschwinden känn, da die Formen p^ , p^. p^ keinen 
gemeinsamen Theiler besitzen. Es sei R die grösste positive ganze Zahl, 
welche in sämmtlichen CoefiRcienten jener Function aufgeht. Bcdeutet 
dann t^ , t^ irgend ein Paar relativer Primzahlen, so ist leicht einzusehen, 
dass jede in den drei Zahlen 

PÅK^ Qy PÅK^ Qy pÅ^i y h) 

aufgehende Zahl ein Theiler von R sein muss. Lassen wir daher die 
beiden Parameter t^ und t^ unabhängig von einander ein vollstftndiges 
Restsystem nach dem Modul R durchlaufen, so gelangen wir durch eine 
einfache Schlussweise zu folgendem Resultat: 

Es l&sst sich ein endliches System von Formeln: 



(10) 






aufstellen, welches alle-nicht-singulären ganzzahligen eigentlichen Lösungen 
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der Gleichung (i) liefert, weiin ma» den Parameterii r, , r^ alle iiiöglicliCTi 
ganzzahligen Werthe beilegt. Dabei bedeuten «z^ , ot.^ , a.. , . . . , ;f, , x,^ , x.^ 
ganze, ganzzahlige, nicht hoinogene Furtctionen der Parameter r, , r^. 

Die bisherigen Eutwicklungen beruhten wesentlicli auf dera Uinstande, 
dass die beniitzten Transforniatiorien eirideutior umkehrbar sind. Da diese 
Eindeutigkeit jedoch in den singulären Punkten der Curve (i) eine Aus- 
nahme erfö-hrt, so bedOrfen diese Punkte noch einer besonderen Unter- 
suchung. Die singulären Punkte entsprechen den geineinsanien Lösungen 
der drei Gleichungen 

c.r, ^.r^ dr.^ 

und es känn daher stets durch eine endliche Anzahl rationaler Opera- 
tionen entschieden werden, ob unter ihnen solche vorhanden sind, deren 
Coordinaten rationale Werthe besitzen. Die so gefundenen »singu lä-ren)) 
Lösungen der diophantischen Gleichung (i) werden nicht nothwendig 
auch durch die Formeln (lo) erhalten, wie sich leicht durch Beispiele 
zeigen lasst. 

Wenn zweitens der Grad n der vorgelegten Gleichung eine gerade 
Zahl ist, so werden wir, wie oben gezeigt worden ist, auf eine quadratische 
Gleichung 

(12) <7(Wi, w, , wj = o 

geftthrt. Wir können dann diese Gleichung stets durch eine lineare Trans- 
formation mit rationalen ZahlencoefficicDten in die Gestiilt 

(13) (i^ui + a,ul + «,//?, «Ä^p 

bringen, wo a^ , a^ > ^3 silmmtlich ohne einen quadratischen Theiler und 
paarweise relative Primzahlen sind. Bekanntlich besitzt diese Gleichung 
(13) ganzzahlige Lösungen dann und nur dann, wenn a^ , a.^ , a.^ nicht alle 
dasselbe Vorzeichen haben, und die Zahlen — ^2^,1? — ^'a^^i > — ^*i^2 be- 
ziehungsweise quadratische Reste der Zahlen a^ , a^ , a.^ sind. ^ 



^ Legendre: Théorie des nombres, 3"*® dd. T. I. . §§ III, IV. (Deutech vod H. 
Maser, Leipzig 1886.) Vgl. auch Lejeune-Dirichlet : Varlesuugen iiber Zahlentheorie, 
horausgegebou vod R. Dedekind, 3. Aufl. § 157 ^^^ X- Supplementes. 
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AVenn diese Bedingunjren erfftUt sind, so giebt cs auf dem durcli die 
Gleichung (13) definirten Kegclschiiitte Punkte, dereii Coordinaten rational 
sind, lind wir können d;iher dnrch eine rationalc eindeutig uuikehrbare 
Transformation den Kegelschnitt in eine Gerade, öder, was dasselbe ist, 
die Gleichung (13) in eine lineare Gleichung ttberfohren. An die letztere 
knttpfen sich sodann dieselben Betrachtungen, Avelche wir oben im An- 
schluss an die Gleichung (7) entwickelten. Es wird also auch in dem 
jetzt betrachteten Falle unsere diophantische Gleichung (i) eine unendliche 
Zahl von Lösungen besitzen, welche durch ein System von Formeln der 
Gestalt (10) gefunden werden, und zu welchen sich eventuell eine endliche 
Zahl von sincrulären Lösuno;en ojescllt. 

Sind jedoch die genannten Bedingungen nicht erfullt, so besitzt der 
Kegelschnitt (13) keinen Punkt, dessen Coordinaten rationale Zahlen sind. 
Folglich giebt es dann auch auf der Curvé (i) keinen solchen Punkt, es 
sei denn, dass von den singulfiren Punkten dieser Curve einer öder mehrere 
rationale Coordinaten besitzen. Unsere Gleichung (i) hat also jetzt entweder 
eine endliche Zahl von (singulflreii) Lösungen öder ubcrhaupt keine Lösung, 
je nachdem die Gleichungen 

df _ ^Z" __ •^Z _ 

gemeinsame rationale Lösungen zulassen öder nicht. Dass von diesen 
beiden Möglichkeiten auch die erstere eintreten känn, dass also ein sin- 
gulärer Punkt der Curve (1) rationale Coordinaten besitzen känn, ohne 
dass ein weiterer Punkt mit rationalen Coordinaten auf der Curve liegt, 
zeigt folgendes Beispiel. Es seien <p ^ (f\, (J.\^ , (J).^ vier ganzzahlige qua- 
dratische Formen, ferner I eine ganzzahlige lineare Form der Variabeln 
u^ , u^ , W3 . Diese Formen mogen so gewählt werden, dass der durch die 
Gleichung 

(14) jr = o 

definirte Kegelschnitt keinen Punkt mit rationalen Coordinaten besitzt, 
dass ferner die Kegelschnitte 

(15) '!>x = 0, <P, = 
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durch die beiden Schnittpunkte von jr = o mit der Geraden / = o hin- 
durchgehen, ohne mit jr = o zu demgelben BQschel zu gehören, und dass 
endlich der Kegelschnitt 

(16) ^3 = 

die genannten beiden Schnittpunkte nicht enthält. OfiFenbar können die 
Formen auf unendlich viele Weisen diesen Bedingungen gemäss ange- 
nommen werden. Transformiren wir nun die Gleichung (14) vermöge 
der Formeln 

(17) ^l-^3 = ^3 = <^l-<^2-^3' 

SO erhalten wir eine ganzzahlige Gleichung 

(18) f[x^,x^,x^) = o, 

welche eine Curve vierter Ordnung vom Geschiechte NuH darstellt. Den 
Schnittpunkten der Geraden Z = o mit dem Kegelschnitt ^ = o entspricht 
ein Doppelpunkt dieser Curve vierter Ordnung, dessen Coordinaten die 
rationalen Werte 

-^ = O, -^ = O 



«8 «8 



besitzen. Dagegen känn sich unter den nicht-singulären Punkten der 
Curve (18) keiner mit rationalen Coordinaten finden, weil einem solchen 
auf dem Kegelschnitt (14) ein Punkt mit ebenfalls rationalen Coordinaten 
entsprechen wttrde. Durch zweckmässige Wahl der Yovm ^^^ känn man, 
wie wir noch bemerken wollen, nach Belieben erreichen, dass entweder 
nur einer öder dass jeder der singulären Punkte der Curve (18) rationale 
Coordinaten erhält. 

Durch die vorstehende Darlegung findet die diophantische Gleichung 

f{x^ ,x^,x^) = o 

von belicbigem Grade und vom Geschiechte Null ihre vollkommene Er- 
ledigung. Wie sich dabei gezeigt hat, hesitzt eine solche Gleichung e^it- 
wecler keine Lösung, öder sie hesitzt eine endliche Zahl von Lösungen, welche 
dann stets die gemeinsamen ganzzahligen Lösungen der Gleichungen (11) sind, 
öder endlich sie hesitzt eine unendlichc Zahl von Lösungen, ivelche ahgesehen 
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von eventuellen genieinsamen ganzzdlili^jen Lösungen der Gleichungen (ii), 
durcli ein System von Formeln der Gestalt (lo) gefunden werden. 

Wenn der Grad der Gleichung eiiie ungerade Zahl ist, so tritt stete 
der letzte Fall eiii. Eine diophantische Gleichung von ungeradem Grade 
und vom Geschlechte NuU besitzt also stets unendlich viele Lösungen. 

Königsberg i. Pr. den 14. März 1889. 
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REMARQUES SUR LA THÉORIE DE LA REPRESENTATION CONFORME 



PAR 

E. PHRAGMÉN 

ä STOCKHOLM. 



La théorie de la representation conforme des surfaces est, comme on 
sait, intimement liée a la théorie du probléme de Dirichlet. Apres que 
M. Weieiistrass eut attiré Tattention sur Tinsuffisance de Targument 
par lequel Riemann avait voulu démontrer la solubilité de ce probléme, 
M. ScHWAHZ, dans plusieurs travaux extrémement remarquables, dont le 
plus important se trouve dans les Monatsberichte de rAcadémie de 
Berlin, année 1870, a établi d^une maniére rigoureuse cette solubilité, du 
moins dans des cas tres étendus, et a mis ä profit ce resultat pour la 
théorie de la representation conforme. Plus tärd, la méthode de M. 
ScHWARZ a été commentée par plusieurs auteurs, parmi lesquels je tiens 
a nommer ici Harnack ^ et M. Jules Riemann.* 

Ces auteurs ont remarqué une difficulté que Ton rencontre en pas- 
sant du probléme de Dirichlet au probléme de la representation conforme. 
Cette difficulté, qui parait avoir échappé a y\. Schwarz, de méme qu'a 
M. ScHOTTKY, dont ou a un mémoirc étendu sur la representation con- 
forme des aires a connexion multiple,' consiste principalement en ce qui 
suit. Si Ton a résolu le probléme de Dirichlet pour une aire S et une 



* Die Grundlagen der Théorie des logariihmischen Poientiales etc, Leipzig, Teubner, 
1887. 

' Sur le probléme de Dirichlet, Thése, Paris 1888. 
^ Journal fUr Mathematik, t. 83. 
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suite coiitinuc de valeurs donnécs sur son crontour 5, c'est-a-dire, si 011 a 
trouvé une fonction reelle u harmonique ^ en S, qui tend uniforrnérnent 
vers les valeurs données quand on s'approche du contonr, on ne sait pas 
(m general, comnient la fonction v conjuguée de u se coinportc dans le 
voisinage du contour. Hahnack a fait disparaitre cette difFiculté dans 
des oas assez étendus, en démontrant que la fonction v est hölomorphe 
dans le voisinage de tout point situé sur une portion du contour formée 
d'un are régulier d'une ligne analytique et ou les valeurs donnces sont 
définies par une fonction hölomorphe. Tout se réduit dans ce cas, comme 
il est du reste tres facile de le voir, ä démontrer que toute fonction w, 
qui est harmonique d'un c6té d'une droite et qui s'annule sur la droite, 
est cofitinuable . au-dela de la droite. Harnack énonce ce resultat a la 
page 15 du livré cité; mais la demonstration quil en donne ne me 
semble pas satisfaisante. Heureusement quMl est facile de trouver une 
autre demonstration absolument rigoureuse, et qui a de plus Tavantage 
d'étre tres élémentaire. En effet, joignons deux points de. la droite s par 
un are de cercle c de maniére ä former un segment de cercle C tel que 
la fonction u est harmonique ä son intérieur et continue sur le contour. 
Puis menons Tarc de cercle & symétrique a c par rapport a la droite, 
et faisons correspondre a chaque point de cet are la valeur numériquement 
opposée a la valeur de la fonction u au point symétrique situé sur c. 
Formons une fonction JJ qui soit harmonique dans Taire limitée par les 
deux arcs de cercle, qui soit égale ä u sur c et prenne sur c/ les valeurs 
qui viennent d'etre définies. Il ny a qu*une seule fonction qui -satisfait 
a ces conditions. Par conséquent, si x% ?/' sont les coordonnées du point 
symétrique au point (.r , //) par -rapport a la droite, on a 

U{x',i/) = — U{x,p). 
Car si on pose 

V{^ ,t/) = - u{x', y') 



* c.-Jid. satisfaisant h. Téquation 
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la fonctioii V{a' , y) satisfait atix mémes conditions que U(Xyi/). Sur la 
droite elle-méme, on a donc U = o, Donc les fonctions u et U, étant 
harmoniques dans le doniaine C et 8'accordant sur son contour, sont 
identiques, et le théorenic de Haknack se trouve déinontré rigou- 
reusement. 

• 

Voici un autre point de' la théorie de la representation conforine qui 
me parait dignc de Tattention des géometres. M. Schwakz a indiqué 
(loc. cit. pag. 785) une iniportante généralisation du probleme de Di- 
richlet, dont on n*a pas jusqu'ici, ce me somble, tiré tout le parti possible. 
Supposons une surface telle que le voisinage de tout point puisse étre 
représenté conformément sur une aire plane.^ Supposons de plus que, 
par rintermédiaire de la representation conforme, on regarde cette fonetion, 
dans le voisinage d'un point de la surface, comme fonetion des points 
d'une aire plane qui représenté d'une maniére conforme ce voisinage, et 
supposons qu'elle soit fonetion harmonique dans cette aire plane. Je dirai 
alors simplement que la fonetion est harmonique dans le voisinage du 
point considéré de la surface. Je dirai de plus qu'une fonetion est har- 
monique dans un domaine quelconque d'une surface, si elle est harmonique 
dans le voisinage de tout point de ce domaine. 

Convenons de généraliser le probleme de Dirichlet dans le inéme 
sens, et désignons par ce nom le probleme qui consiste a trouver une 
fonetion harmonique dans un domaine donné d*une surface et tendant 
uniformément vers des valeurs doniices quand on sapproche du contour 
du domaine. Le proccdé de M. Schwahz nous permet de dire que ce 
probleme généralisé peut étre résolu, pourvu que la suite des valeurs 
données soit continue, et que le domaine donné puisse étre composé d'un 
nombre fini de domaines représentables conformément sur des aires planes 
pour lesquelles on sait résoudre le probleme le Dirichlet. 

Comme on sait, le probleme de Dirichlet peut étre généralisé dans 
une autre direction, et Ton peut donner, outre les valeurs sur le contour, 
certaines conditions de discontinuité. En particulier, si le domaine donné 
est fermé il n'y a lieu de considérer que les conditions de discontinuité. 



^ Il me semble que M. Schwarz fait trop pcu de oas des difficultés que fait nattre 
en general la prt^sence daretes h 1 intérieur du douiaine considéré (of. loc. cit. pag. 7^5)* 
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L^existencc de la solution se trouve toujours établie par le procédé alterné 
de M. ScHWAKZ. 

On connait tout le parti qu'on peut tirer de ces théorémes pour la 
théorie des intégrales abélieiines, en les appliquaiit aux surfaces dites de 
Riemaiin.^ Mais il semble avoir échappé a Tattention des géomctres^ 
qu'on peut les appliquer tout aussi bieii aux polygones générateurs de 
M. PoI^'CAKK et que, de cette maniére, on peut etablir tout d'un coup 
Texistence des fonctions fuchsiennes et kleinéennes. 

En effet, on n'a qu'a se rendre corapte de ce qu'il faut entendrc 
par une fonction harmonique dans le voisinage d'un point z ^=^ z^ du 
polygone. Si le point ^ = ^^ ^^* situé a Tintérieur du polygone, il n'y 
a rien de particulier. S'il est situé sur un cöté du polygone, nous con- 
viendrons de compter au voisinage de z^ les points du polygone qui 
appartiennent a un petit cercle autour de ^^, et les points dont les points 
correspondants du polygone limitrophe appartiennent au ménie cercle, et 
nous dirons qu'une fonction est harmonique dans le voisinage de z^ si 
elle est harmonique ä Tintérieur de ce cercle. 

Enfin, si le point z^ est un sommet du polygone, formons des regions 
limitrophes ayant le méme sonjmet jusqu'a ce que nous ayons un repre- 
sentant de chaque sommet faisant partie du méme cycle que le sommet 
^ = if^. Si la somme de tous les angles du cycle est égale a 2;r, nous 
compterons au voisinage de z^ Tensemblc des points du polygone appar- 
tenant a un petit cercle autour de z^ ou y ayant des points corres- 
pondants, et nous nommerons fonction harmonique dans le voisinage du 
sommet z^ toute fonction harmonique dans un tel cercle. Au contraire, 
si la somme des angles est différente de 2;r, le premier et le dernier cöté 
aboutissant au point z^ seront correspondants. Choisissons sur ces lignes 
deux points correspondants et joignons-les par un are de cercle coupant 
les deux lignes orthogonalement. Il sera facile de représenter le domaine 
liinité par les deux lignes et par Tarc de cercle conformément sur Tin- 
térieur d'un cercle, de telle sorte qu*au sommet z^ corresponde le centre 
du cercle et qu'aux deux lignes correspondantes du contour corresponde 



^ Cf. C. Neui^iann, Vorlesungen iiber Riefnann's Theorie der- AbeVschen Integrale, 
Leipzig^ Teubner, 1884. 

* Cf. POFNCARÉ, A c ta t. I, p. 294; t. 4, p. 240. 
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un rayon du cercle. Dans ce cas, une fonction sera dite harinonique dans 
le voisinage de z^, si elle devient par cctte transformation fonction har- 
inonique a Tintérieur du cercle. 

Cela pose, on voit tout de suite (jue les polygoncs générateurs de 
M. PoiNCAKÉ, considérés coninie des surfaces ferrnées, peuvent étre coni- 
posés, de la maniére indiquée par M. Schwahz, d'un noinbre fini de do- 
maines pour chacun desquels le problenie de Dirichlet est soluble. Done 
le probléme de Dirichlet, généralisé comiue nous venons de le faire, est 
soluble pour le polygone générateur en entier. 

L'existence des fonctions fuchsiennes et kleinéennes est une consé- 
quence immédiate de ce théoreme; du reste, on voit facilement que ce 
n^est pas la le seul point de la théorie de ces transcendantes si reinar- 
quables oii l'on peut recourir avec profit a la thcorie de la represen t^i tion 
conforme. 

En parlant de la théorie de la representation conforme, il convient 
de dire un mot de la méthode élémentaire par laquelle M. Sciiläfli a 
établi la possibilité de la representation conforme d'un polygone rectiligne 
donné sur un demi-plan.^ Cette méthode a cté critiquée par M. J. Rie- 
MANN^ — a tort, ce me semble. Voici en effet en peu de möts ce qui 
a été démontré par M. Sculäfli. 

Partant du fait connu que la fonction 



w 



F = MJw" '(i — ö))'*-'(i - - Siof\i —Uof ' ... (i —ifoYXi —z<o)'-\Uo, 

oii Ton suppose M > o , i > s > t > ... > y > z > Oj représente le demi- 
plan conformément sur un polygone a n c6tés, dont les ängles sont 

m 



OU 



X = n — 2 — (a + /9+... + «), 



^ Journal fUr Mathematik, t. 78. 
^ loc. cit. p. 47 — 49. 
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et dont les longueurö des cotcs sont données par les équatioiis 

(a/9) =..J»//«"-'(i —wy-'{i —stoy-' ... (I —!/a}Y-'{i - zot)' hUö, 

O 

1_ 

{(iy) -- Mj'(o"-\a)~ i)'*-'(i — Söi)'-V... (i —{/(of^ii —Z(o)'-\ho, 



{Oi) = Mfco" '(w — iy-\s(o - !)>'•' . . . iifo) — i)" -'(i — Z(o)-'da>, 



y 



il moiitrc quc* le déterininiint fonctioimcl 

% 

g[ M.O?r ) m 

3 [Af , » , ...,«] 
a la valeur 



x\t-2 



. ■. . (s — ^)>'+"-» ... {s — 2y+-' 



Par conséqueut, si 3/ , 6* ,/,..., ^ ont des valeurs reelles telles que 

o^> M> o , I — s > (j , s — t > o y . . . , y — z> ö , z > (7j 

f) et d^ étant des quantités positives, les valeurs iiuiiiériques de cc dcter- 
miiiant soiit coniprises entré deux valeurs limites positives. 

Donnons maintenant k M , s , t , . . , , z des valeurs particuliéres 

■ 

Mq , s^j f^ j . . . y z^, satisfaisant aux inégalités 

M^> Oy I > Sq > t^ > . . . > Zq > O, 

Nous savons que la fonetion .correspondante F^ représente le denii-plau 
sur un .polygone ä n c6tés 
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et aux angles donnés. Soicnt (cty9), . . . {dc\ les longueurs des eotés du 
polygone doiiné. II est clair qu on peut arriver du polygoiié (ay9)^ . . . {dt\ 
au polygone donné {aft)^ . . . (ffi)^ , en passant par une serie continue de 
polygones a n cötés, par exemple en égalant (a/9) . . . (Oi) a n fonctions 
réguliéres d'une yariable reelle c croissant de f^ a f j . Soit f^ une valeur 
entré ^i, et f^. Si cetté valeur est assez rapprochée de f^,, puisque le 
déterminant fonctionnel 

^M).m — w] ' 

est différent de zéro pour f = f^, on peut déterminer M , s ^ . . . , z de 
maniére que (a/9) ... {dt) prennent les valeurs (a^)^ ... [dt),^ correspondant a f^. • 

Cela a lieu encore au-delä de f^, si la valeur numérique du déter- 
minant fonctionnel 

^(afi).m (ft)] 

reste comprise entré deux quantités positives pour töutes les valeurs de 
f entré f^ et f^. 

Or on peut déterminer a priori deux telles quantités. En eflfet, 
parce que tous les cötés des polygones (ay9) . . . {dt) correspondant a des 
valeurs de c entré f^ et f^ sont compris entré des limites positives, s'il 
y a des valeurs M y s y t , . . . , z (i >s>t>...>z>o) qui y corre- 
spondent, il faut que la quantité M soit aussi comprise entré des limites 
positives et que les différences i — s , s — <,...,// — z , z — o soient 
toutes supérieures a une quantité positive. Car si une ou plusieurs de 
ces différences s'annulaient, le polygone correspondant n'aurait plus n 
cotés, et si M s^annulait ou devenait infini, tous les cotés s'annuleraient 
ou deviendraient infinis. Mais dans ces conditions, la valeur numérique 
du déterminant fonctionnel est toujours comprise entré deux valeurs po- 
sitives, comme nous Tavons déja énoncé plus haut. 

Donc la propriété dont nous parlons a lieu jusqu^a et au-delä de f = f,, 
et on peut déterminer M et s y t , . . . , z de telle maniére que le demi-plan 
soit représenté conformément sur le polygone donné ä Taide de la fonction 



m 



P ^- Mj'(o"-\\ — o;)'' -'(i — HMf-' ... (i — sio)'--'(1o}, 



O 



ce qu'il fallait démontrer. 
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En tenriinant ces reniarqiies détachces, tirées d'uii cours que j'ai 
professé a Tuniversité de Stockholm pendant le semestre du printemps 
1889, je ne puis me refuser le plaisir d^attirer Tattention du lecteur sur 
la solution simple et elegante du problome de Dirichlet dans le oas d'un 
domaine convexe donnée par Kiuchhoff et publiée dans ce méme volume 
des Acta, p. 179—183. Il est superflu de dire que cette solution, donnée 
primitivement pour le oas de Tespace, s\applique tout aussi bien au oas 
de deux dimensions. 
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LES INVARIANTS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 



PAB 

P. BRIOSCHI 

å KILAN. 



I. Si Ton transforme une équation di£Férentielle linéaire 
(i) y*"' + 7 Pit^"^^ + . • . + np,_,ij' + p,y = o, 



(lans laqnelle: 



^ di»'- 



et jp, , ^3 , . . . , |}„ fonctions de rr, en posant: 

(2) y = pv, 

p fonction de a:, t; fonction d'une nou velie variable z^ elle aussi fonction 
de a;, et Ton suppose: 

/> "" 2 / ' 

la transforméé aura la forme: 

d^v , n(n — l) d^^^v . , dv , 

Soient: 



3 rw ^. . I 



on trouve tres facilement que les quantités: 

Äeta mathemati4}a. 14. Imprlmé le 11 d^cembre 1890. 30 
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peuvent s'expririier en fonction de p^, p.^, . , . , Z , P^ j P.^ ^ . , . . On a, 
par exemple: 

?3^" =Pz — iP^Z + ^^ Pv 

9.^" = P,-(>PzZ+ 9p,Z' + {n + 5)p, 

(n+ i)(5n + 7) p, 3{n + i) ^ 
"^ 3.4.5 ^^ 2.5 ^' 

et ainsi de suite. En différentiant par rapport k x \a preraiére de ces rela- 
tions on a: 

j^Z ^p,— 2p,Z+-j-jP^ 

et a cause de la secönde: 



L^expression : 






Pz—\P'^ = <h öu encore: 7, — -^ -^ = a, 



a été nommée par Laguerhe invariant de 1'équation diflférentielle linéaire. 

Une équation difPérentielle linéaire de Tordre nan — 2 invariants 

de cette espéce, qu'on peut nommer invariants fondamen ta ux, parce que 

les autres, eomme on verra dans la suite, se förment avec ceux-ci. Pour 

chacun d'eux 'on a: 

a^z"" == Ur, 

a^ étant fonction de jp^ , p^ , . . . , j!)^ et de leurs dérivées, et analoguement 
pour a^. 

M. FoRSYTH dans son travail Invariants, Covariants associated with 
Linear Differential Equations,^ a calculé les expressiohs de a^^a^ya^^a^, 
a^\ lesquelles avec de petit^s modifications de forme sont les suivantes: 

* Philosophical Traosact ioos, Vol. 1 79, 1888. 
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«» = ih — 1/'«' 

/ I 6 ,, 3 5« + 7 , 

«4 = i». — 2/>i + jK — I VtT^^ 

5 / ■ '5 »I 5 „/ lOJn + 13 

«« = 1\ —\l>*+ jPz — )pr — y V+T ^»"=" 

«« = 1\ - 3K + '^K - -3 pr + ^K' - 5 ^i^ P.a. 

7» + 8 f „ ,^ 3 35'*' + '12^ + 93 ^3 



/. s= « ln'-X-^-—n" — «"'4.— «■* ^—n'' 

^h — P7 2^"^ 22^» II-P* 33^' 44'^' 

21 irH+ 3 1 9 3851^' + i72Sn + 1919 ^j 

II u+ I 'V»8— 22 (n+ O' •'^»"'' 

Le calcul de la partie linéaire d'un invariant quelconque a, ne présentc 
pas de diiFiculté; on trouve en effet qu*elle est la suivante: 

/ \ y^ A r c») (** — ^"X»" — 2« — i) (j.+i) i 

^^' -^' ^'.'L^-J- ~ T{2s+ l)(,--«— i)^'-«-lJ' 

ou Ton u' 

j ^ j (r — 2a — 2Xr — 2i. — i )'(r — 2g) 

r,o » ^,...fi 4(g+ ,y2, + i)(.,."Zs_ ,X2r— 2« — 3) '••" 

et5 = o,i,..., 1 pour r pair; 5 = 0,1,..., pour r im- 

pair. L'autre partie doit se calculer dans chaque oas; pourtant on peut 
la rendre moins coinpliquée de la maniére suivante. 

2. Soient fj , $^ deux intégrales de Téquation différentielle du se- 
cond ordre: 
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en posaiit: 

ip étant une forme de Tord re n — i ä coefticients constants, on aura 
réquation difEérentielle linéaire suivante, de Tordre n en y: 

(6) xr + ""-^^^ Kr-'' + • . . + <-,y' + Ky = o, 

dans laquelle: 

_ .i ^ ^ 9(2.» + 29) 1^ 7±+.'f ^. 

7 7(n + I) -^" ' ' 2 . 7 n + I ■' ^ 

, 3(35w'+ ii2>t + 93) „» 
"^ 7(n + !)• ^»' 

/ _ 9 ,„v , 3('4» + »9) ., ..„ , 27 ( 7»+ ■ O) - „ 



9(35' *'+ II2H + 93)„-K., 
2(n + !)• 






et ainsi de suite. Si Ton transforme Téquation différentkillc ci-dc8sus 
au iiioyen de la relation (2) on obtiendra la transformée 

et les coefficients m^ , m, , . . . , m„ seront formés avec q^ et ses dérivées 
par rapport a Zy corame les l^yl^j » ^ • yh l^ son t avec p^ et ses dérivées 
par rapport a x. Mais d'autre part les expressions: 

doivent se déduire des correspondantes pour q^z'^ ^ 9-^^'^ y ... en substituant 
/, , /g , . . . a jjj , P3 , . . . ; et réciproquement. En conséquence si Ton pose: 

l^r --= yr — ni, , k, = p, — /, 
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on ttura: 

fi,z'\= X, - 15A.Z+ 5A,[i5Z' +^P,] 

- 5A,f3oZ' _ (n + 4)P3 + 3(n + 9)^^*,]. 

et ainsi de suite. 

Les invariants «3 , »4 1 . . . peuvent en conséquence s'expriraer comme 
il suit: 

% = ^3' «4 = ^ — 2/3, «6 = ^5 — 2^ + y^« ~y n+ 1 ^»^ 

et analoguement pour a^ , a^ , . . . . 

De ces expressions on déduit que si »3 1 a^ , . . . , «„ sont nuls, ^, 
\^ ^ ' * t K^ ^nt nuls aussi et Téquation (i) se réduit dans ce oas ä (6). 
Done: si les invariants a^^ a^^ . . . ^ a^ d'une équation diflférentielle linéaire 
de Tordre n sont nuls, les intégrales de cette équation peuvent 8'expriraer 
par des formes binaires a coefficients constants des deux arguments f^, ^,, 
qui sont les intégrales d'une équation di£férentielle du second ordre. 

Un second resultat peut s'obténir en observant que si les invariants 
iuipairs a^^ a^^ a^^ . , . sont nuls, la partie linéaire do Texpression de 
chacun de ces invariants est égale a zéro. Au moyen de la formule (5) 
on démontre que dans ce cas Téquation adjointe de Lagrange se réduit 
a Téquation difterentielle primitive, done: une équation difPérentielle li- 
néaire d'ordre n pour laquelle tous les invariants impairs öj , ä^ , • . . 
sont nuls est a elle-méme sa propre adjointe. 

3. Déux invariants fondamentaux : 
conduisent a un troisiéme invariant de la forme sui vante: 

/ \ I2r« , (2r+l){28+l) , , r{2r + i) ,, «(2« + i) 
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et en indiquant avec ^^ , la méme expression forinée de q^jOiry «# <^t Ics 
dérivées de a^ , a, relativement a la. variable ^, on a: 



En second lieu, des invariants absolus: 



i i 

Ur ar . 


r\tn 






on déduit les invariants: 




(8) 6V,, — sa,a', — ra,a',\ d,^. 


.m — «i 


pour lesquels: 












r+<-|-2 ' 



etc, 



'm 



*;,. — (*• + « + 2)K,.a'^ 



4. Les deux théorémes que j'ai démontrés précédemraent prouvent 
déja le röle important des invariants dans la théorie des équations dififé- 
rentielles linéaires. Halphen dans ses remarquables trava ux sur cette 
théorie a donné d'autres preuves de grande valeur relativement aux 
équations diflférentielles du troisiéine et du quatriéme ordre. Peut-étre 
une préoccupation continue de rattacher ses nou velies reeherches aux re- 
sultats de sa Thése Sur les invariants différefitiels a eu pour eflfet de rendre 
un peu corapliquée et pas toujours claire et compléte la inéthode qu'il 
a suivie. Cette petite reniarque- ne dirninue en rien l'importance des re- 
sultats de Halphen, d'autant plus que d^ordinaire dans tous ses travaux, 
Davec le génie de Tinvention, on remarque le don si précieux de la 
clarté, et une conscience scrupuleuse qui ne laisse jamais rien d'inconiplet 
et d'inachevé dans les sujets qu'il traite.D^ 

Soient ^1 j J/j , . . . , y„ les intégrales de Téquation (i) et: 

une forine de Tordre m a coefFicients constants. La fonction ^{x)j commc 
il est connu, doit satisfaire a une équation différentielle linéaire de Tordre; 



// = 



(m -h l)(m + 2) . . . (m + 71 — l) 7i{n -h l) . . . (h -h m — l) 



I . 2 . . .(n — i) 



I . 2 . . . m 



* Allocution prononcée par M. Hermfte, President de 1 Académie des scienccs, 
Comptcs re lid US du 30 déceuibre 1889. 
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dont les coefficients sont fonctions de I?-, , jPj , . . . et de leurs dérivées. 
J'ai donné il y a quelques années une formule générale pour le calcul 
de cette équation d'ordre g,^ En considérant les g fonctions de x\ 

(^j , ^2 , . . . , /"u^i), (r,,r„...,r«-|.= 0,l,2,...,m) 

pour lesquelles ont lieu les relations: 

(0,0, ..., o) = j^(ir), 

pour 

** = ^'i + ^ + ... -f ^'»-i > »^ 

(9) . di = L..y\{r^.. . r,_, — i , r,^» + i . . . r„_,) 



+ (w — r)(rj + I , r^ . . . r,_i) 

n(n — I) . . . (n — 5 + l) 
2 



^ n(n — I) ... (n — g + 1) , 1 . N 

'*«— 1 7 ; I ;; Ävi > ^2 ' • • • ' ^«~' T" I . • • /'«— 1 I; 



on arrive ä Téquation cherchée par la dérivation successive et Télimina- 
tion. Si Ton suppose y{x) = o, cest-a-dire que les intégrales de Téquation 
(1) vérifient une relation homogéne de Tordre m, les operations indiquées 
conduisent ä deux résultate remarquables; i** aux relations qui doivent 
subsister entré les coefficients de Téquation (i); 2** a la recherche d'une 
transformée (2) laquelle satisfait a ces relations. 

Ces relations, comme Halpiien Ta demon tré pour w = 3 , »i = 3 ; 
n = 4 , w = 2, sont formées avec les invariants des équations dififérentielles 
des ordres 3 , 4. 

Dans Vun et Tautre de ces cas ^ = 10; comme en general g con- 
serve la méme valeur si w = e , m = / ; ou n = y + i , m = i — 1 . Les 
relations entré les invariants conservent alors la méme forme. 

5. Je suppose dans les paragraphes suivants ^(^x) = o. Soit w = 3 
^t f^(jfi 9 ^2 9 ys) ^^ hessien de la forme f(i/i 9 y^ 9 y^)- Si Von pose: 

^'=T{±y,yM 



^ Annali di Mateiuatica, Tooie 13* 
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on a en general 



Ä.A* = 



(0,0) (i ,0) (o, 1) 
(i ,0) (2 , o) (i , i) 
(0,1) (1,1) (0,2) 



mais si (o , o) = o la formule (9) donne (i , o) = o et: 

(o, i) + (m— i)(2 , o) = o. 
En conséquence si l'on pose (2 , o) = A on a (o , i) = — {m — i)^ et: 



(10) 



ÄA» ='—(»»— iy.x\ 



Soit m = 3, on a encore a considérer les six expressions (r, , r,); 

(i > O » (i » 2) , (3 , o), 
(o, 2), (2, i), (o, 3), 

pour lesquelles on obtient a Taide de la formule (9): 

(i, i) = — A', (3,0) = 3A', 



(2,i)=r, 
et pour (1,2) les deux valeurs: 



(0,2) = — 2r + 3P,^, 



\ [A'" + 9P,A' + p,X\ ; — 2X"' — 3J>,A' + 3Pi^ - 4P,^ 



et en conséquence: 



A"'+32>,A' + j(3/', 



2p',)a=0, 



(1,2) = 3p^X'—^aÅ, 



étant: 



« =Pi 



h'' 



le fioul invariant fondaniontal dans eo cas. La formule (9) donne encore: 
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(o,3) = 9M'— yOA— ^«'-^, 

ou, ä cause de ( 1 1 ) : 

2iar + 7rt'>l' + (a" + 2jp^a)X = o. 

En éliminant A" et A'" entré cette équation, celle qui en découle par 
difFérentiation et Téquation (ii), on obtient: 

(12) UX' + (*' + ^-^^^(Ax = o, 

ou 

b = 2^p^a\ + 7a;* — ba^a'^' 

est un second invariant de Téquation diflférentielle du 3"*® ordre (voir for- 
mule (7)). Enfin si Ton pose: 

c = Sba' — 3a6', p = 72i?,aft + ^-^ a'b' — ^ ab" — ^^ ia", 

g = I92p^b^ + 176'^ — 1666", 

invariants des ordres 12, 13, 18, on trouve pour Téquation de condition 
la sui vante: 

^(32^i>-63a^) + 4.7'.3Vc-l^a^ = o, 

expression invariantive de Tordre 21. 

En supposant cette équation de condition satisfaite, on peut trans- 
former Téquation diflférentielle: 

t/" + ip^y' + p,y = 

de la maniére suivante. Je pose: 

Aäa mathemaiiea. 14. Imprimé 1« 11 décembre 1890. * 3X 
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(paragraphe i'); Véquation (ij) devient: 



^3 — 3P,^ + I (31^3 — 2pi) = o; 



mais pour la transformée : 



d*v , dv , 



on a: 



^8^ =P3 — 3I\Z+ P,; 



on aura donc: 



'8^"+^«=0 OU ^3+^ 



ou enfin: 



^^ ~ 3dz ' 



qui compléte la recherche relativement a la transformée. 
On peut encore observer que Téquation (12) donne: 

et vu que A dans Téquation (10) est une constante, on en déduira la 
valeur du hessien h{j/^ , y^ , ^3). 

6. Je passé a Tautre cas pour Icquel g = 10, ou n = 4 , w? = 2. 
Ce cas forme Tobjet principal du mémoire de Halphen Sur les invariants 
des équations différentiélles linéaires du quatriéme or dre publié dans ce 
journal (tonie 3). 

Etant (o , o , o) = o, on aura (i , o , o) == o; et en posant: 

(2 , o , o) = A, on a (0,1,0) = — X. 

Les six autres fonctions sont: 

(o, 2,0) = /i, (o, o, 2) = v, 
(1,1,0) = /, (1,0,1) = m, • (o , I , i) = w 



Les iovariaDts dos iSquations difförcDtiolIes liaéaires. 
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et: 



(0,0, i) = —(;' + ?). 



On a ainsi: 



(13) 



ÄA' = 



o 

o 

A 

A' + 1 



o 
A 
I 
m 



A 
I 

n 



A' + / 
m 
n 

u 



mais dans cc cas h est constant, la valcur du déterminant sera done une 
oonstante. 

La formule (9) donne: 



2 ' 



m = - 1 (A" + AP A 



ti = 2X" + epA 



et pour n les deux valeurs: 



A'" + 3P,A' + ip;X ; - 1 A'" — Zp,X' + (4P, — 6p;) A 



et en conséquence: 

(14) 



^"' + y /».A' 



2 

S 



?(4i'8 — ftPi)'^ = o, 



«=|M' + j(81' 



3 



3i>i)^ 



et: 



v> = 



f l','^" + yi^.A' + (^^P'»- \P'^' + 36i>J 



pjA. 



Enfin la raéine formule (9) donne: 



^ + 1 2p^n + 8/j, w — 2;),(A' + = 0. 

et suivant le méme procédé que pour le cas précédent, on arrive k Téqua- 
tion: 



(•5) 



StX' + (^ + Ä;)A = o, 
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oii nous avons pose: 

(i 6) t = 2Sal+ 7b,^, + ^c,.4, 



Ä= i5ftM-^^4^«^ 



^8,8 ? ^3,4 > ^8,4 étant les invariants qui se déduisent des expressions (7), (8). 
L'analogie entré les formules (12) et (15) est évidente; Téquation de 
condition sera en conséquence aussi dans ce oas une relation invariantive 
de Tordre 21 et de la méme fonne que la supérieure. 

Pour la transformée, posant encore Z= — y, Téquation (14) donne 

en premier lieu: 



ou: 



q^ — 3aj =0 et en conséquence ^3 = - -r^ . 

La valeur de q^ peut étre déterrainée par Téquation (13). On trouve en 
efFet par la substitution de Z a — y, que: 

mais hf = const, en conséquence: 

8 <£</,, 3 d'gr, „ 

C étant une constante; et enfin: 

On a ainsi démontré le théoréme du a Halphen:* Toute équation du 
quatriéme ordre dont les intégrales sont liées par une relation quadratique 
est réductible par une substitution de la forme (2) au type: 



^ Acta mathcmatica, tome 3^ P&S* 349* 
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d^v ^ d*v dq^dv 



dz 



r+6'.^+og'|+(3,^ + 6> = o. 



J'ajoute ici une observation qui regarde aussi le cas précédent. La 
quantité t {i6) est un invariant du huitiéme ordre: on aura donc: 



r étant forraé avec q^y q^j q^ et leurs dérivées par rapport a Zy comme 
t Fest avec p,^ , p,^ , p^ et leurs dérivées par rapport a x. Gette derniére 
équation donne: , 

^^' = r — ^tz. 

dz 

Or si dans Téquation (15) on pose j= — Z, on déduit: 

dz . 

étant x/^ = k. 

Gette derniére équation est Téquation de condition pour la trans- 
formée, et Ton prt)uve facileraent qu'elle est satisfaite par les valeurs 
supérieures de q^y q^* 

7. Les cas qui suivent peuvent étre traités avec la raéme raéthode 
directe, et sauf des calcul plus longs ne présentent aucune difficulté. 
Par exemple, dans le cas de w = 3 , m =.4 et en conséquence ^ = 15, 

si Ton pose: 

(i ,0) = ^, (2 , i) =/i 

les deux Valeurs de (1,2) données par la formule (9) conduisent a une 
premiére relation: 

et les deux valeurs de (i , 3) a la suivante: 

a// + ^A'' + \p,r' + ^(i3P, + 3i>0^" + 1^(1 iJPs- 3?^r + 36PDA' • 

+ ' l^P'.' —pT + 2Sp,i\—^^p,p'^X = o, 



3„, 



oii a = Pg — -p', est l'invariant du 3"* ordre. 
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Enfin Téquation qu'on déduit de la formule (9): 

-^^ + 1 22),(i , 3) + 4i),(o , 3) = o 
donne la troisicme relation: 

ar + ^ a'X"' + '- {2a" + 75P,a)X" + ~ («'"+ 77»' + 55i',«'+ ^^^ P'.»)^' 

Pour la transformée, en posant Z= y, et: 

les trois relations supérieures deviennent: 



705 = 






Si Ton pose: 



a/^ = 5 



la premiére se reduit a: 

rfz; \IS dz 

et la seconde a: 

* • 

ovL Von a substitué a q^ sa valeur a + - ^i^ • 

L'élimination de ö* donne ainsi une premiére équation de condition 
entré a et q^ et leurs dérivées. 
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La troisiéine conduit de méme ä une seconde équation de condition 
entré a et q^; ou ä la suivante: 

_ + 6 . 7 . 1 1 . a ^ + 7 5 y . ^. + — ^— ^ ;^ 

Dans ce cas, comme on sait, sont coinprises certaines équations diffé- 

rentielles hypergéométriques du 3""® ordre liées aux équations modulaires 

Jacobiennes pour la transformation du septiéme ordre. * 

Le cas de n = 5 , m = 2, et en conséquence comme dans le cas 

précédent ^ = 15 conduit analoguement a deux équations de condition. 

En posant: 

(2 , o , o , o) = A, (o , 2 , o , o) =i /£ 



et: 



'^"-Ir ?-32' + 4P.=., 



on trouve: 



(Tz'^ = 5, 



I da 



et: 



4dz 



20aa = 2(/, — 15^* + 20 ^ + 80^,^3, 



a étant Tinvariant du 3™® ordre. L'élimination de a donne la premiére 
équation de condition. La seconde équation est la suivante: 

r dq. , d*q^ ^ dq. "l , d*q^ 5 d^q. dq. 

[^''-5jr+ 5l#+ 300», J-'-200,,,,J„ + 4^ --^- looj, Ji 
+ *o,.(.,.-5&)+ , 80,/^ -80,, fe + ,40 fe fe + 60,.^- 



+ Sooyjy, = o. 



* Voir nioa let tres h. M. Klein Sur quelques équations différcntielles, Mathematische 
Annalen, Bd. 26. 
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En substituant au lieu de q^ sa valeur supérieure, et posant: 

loq^ = ö- + Ä:, 
les deux équations se simplifient beaucoup et Ton a: 

d*a , l / , dff , dk\ . 2 da. 

d'<7 I r i d*a dkd*a dVcda d*k "1 

rf? + 2 L^*d? + 7 ;^^ä + 3 57, ^ + ;^. öj 
Ces équations sont satisfaites en supposant k = o, et en conséquence: 

_Sdg, d*q,_d'g, _i5dq, .d*q,_ 

On arrive ainsi au théoréme: DUéquation du 5°*® ordre: 

d^v , d^v . d^v , dv , 

dans laquelle: 

^» =257' ^* - ^ d? + J'^'^)' ^« - 5[7 d?- + 2d^J 

et ^(;8f) = Az^ -^ Bz + C] Ä y B y c constantes; a ses intégrales liées par 
une relation quadratiqueD. 

Fé vrier 1 890. 
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RECHERCHES SUR LES NOMBRES ET LES FONCTIONS 

DE BERNOULLI 



PAR 

A. BEEGER 

h TJP8ALA. 



!• Tliéorie des nombres et des foncttans de Bemoulli. 

Comme introduction ä la théorie des nombres et des fonctions de 
Bernoulli nous uous proposons la solution du probléme suivant. 

Probléme. Former un groupe infini de fonctions d'une variable z 

(i) y[z, d),y{z , i), jp(^, 2), ..., 

qui satisfont aux équations 

(2) <p'\z, m + \) = (p\z, m), 

(3) J^(^,o) = o, 

(4) ip{o,m) = o 

pour 

m = d , I , 2 , 3 , . . . 

et pour toutes les valeurs de la variable z, 

Pour la solution de ce probléme nous procédons de la maniére sui- 
vante. En intégrant les deux membres de Téquation (2) nous en ob- 
tiendrons pour m > o 

(5) ^'i? , •»* + O = {^(-s" ' "O + /^^(»')' 

Åcla nuithematica. 14. Imprlmé le lA di^rombro 1890. 32 
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ou l'on désigne par B{m) une quantité qui ne dépend pas de z. Faisons 
dans Téquation (5) m = o, nous en obtiendrons d'apré8 Téquation (3) 

(6) y'{z , i) = B{o), 

et de cette formule on deduit par integration et. en ayant égard a Véqua- 
tion (4) la formule 

(7) 9>{^y O = B{o)z. 

Substituons dans Téquation (5) w = i, nous en obtiendrons au moyen 
de 1'équation (7) 

(8) ^'{z , 2) = B{o)z + B{i) 

et par conséquent, en intégrant les deux membres de cette équation et 
en y appliqiiant Téquation (4), 

(9) f(^» 2)=-^ + -5p?-. 

Pour m = 2 on déduit des équations (5) et (9) 

(10) Jf'(^ , 3) = -fT^ + -7^ + B{2), 

d'ou Ton tire par integration et en ayant égard ä Téquation (4) 

, , . . B{o)z* , B{i)z* , B{2)z 

En opérant de cette maniére nous trouverons que toutes les fonc- 
tions du groupe (i) sont données par les formules 



k^m 



(12) jp(^,o)==o, jp(^,w) =527^77^77^ P^"^ ^>^ 

oii Ton désigne par B{p) , B(i) , B{2) , . . . une suite infinie de constantes 
arbitraires; et inversement on peut s^assurer sans difficulté, que les fonc- 
tions (12) satisfont aux équations (2), (3), (4), quelles que soient ces 
constantes. Pour la détermination de ces constantes nous fixerons les va- 
leurs des. fonctions ^{z , m) pour ^ = i de sorte que Ton ait 

(^3) j^(i , i) = I 
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et . ' 

(14) ^^i ^ m) = O pour m>^2 

Pour que' ces conditions soient remplies, il faut et il suffit d'apréR Téqua- 
tion (12), que les nombres B{m) satisfassent aux équations 



k^m 



(15) B{o)=i, II i.2.3...fc =° P**"'' *"^^- 

Par CCS équations les nombres 



B{o),B{i),B{2),... 

sont complétement détermiiiés, et par suite on peut conclure des équa- 
tions (12), que les fonctions 

f>{z, o) , ^{z, i), j^(^, 2), ... 

sont aussi complétement déterminées. Apres cette introduction nous 

établissons les deux definitions suivantes. 

Definition 1, Par les nombres Bernoulliens nous désignons le groupe 

infini de quantités 

B{o),B{i),B{2),B{3),... 

qui satisfont aux équations 



i">m 



B(m — k) 



(16) . B(o)=i, 2 ^-^-^—^ = O pour m>2. 

Definition 2. Par- les fonctions Bernoulliennes nous désignons le 
groupe infini de fonctions 

^{Z , o) , ^{Z , i) , jp(2 , 2) , jp(4f , 3) , . . . 

qui pour toutes les valeurs de la variable z satisfont aux équations 

(17) f "{•ä' 1 w* + O — 9'{^ y *^0 P^"'" ni>^o, 
(i8) ^{z,o) = o, 

(19) 9^{^ 9 ^^0 "= ^ pour m >^ o, 

(20) ^{1 , i) = I, 

(2 i) ^(i , m) = o pour m > 2. 
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Par ces deux definitions les norabres et les fonctions de Bernoulli 
soiit parfaitement déterminés. En faiant dans la seconde des équations 
(i 6) m successivement egal ä 2,3,4,^,... et en résolvant les équa- 
tions ainsi obtenues, nous obtiendrons les valeurs des nombres Bernoul- 
liens; les dix premiers sont 

(22) B(o)=i, Z?(i) = -1, JS(2)=^, i?(3) = o, 

^ ^ 1209600' ^^^ 

Des équations (16) on peut conclure, que les nombres Bernoullicns sont 
des quantités rationnelles. Au moyen de ces nombres on peut calculer 
les fonctions de Bernoulli en employant les équatioDS (12); on trouvera 

(23) J^(^,o) = o, 9^{zyi) = z, 9{^^^)=\—\^ 

^(^'5) =T^ — :^ + 72~72Ö' ^(^»°^^72Ö~24Ö + 288"~T^ 
et, en general, pour m >^ i 

(24) y(^>^0=Z i.2.3...fe - 

Puisque les fonctions Bernoulliennes sont complétement déterminées 
par les équations (17), (18), (19), (20), (21), nous pouvons énoncer le 
théoréme suivant: 

Théoréme I. Si un groupe infini de fonctions de la variable z 

Xi^y^)yX{^y 0./(^' 2),;if(.% 3),.. 
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pour toutes les valeurs de z satisfont aux équations 

X"{z , m + O = YÅ^ ' ^'0 P^^'' ''^ ^ o» 
;f(^,o) = o, 

^{p , m) = o pour m > o, 

^(i , m) = o pour m >^ 2, 

on aura identiquement pour m > o 

X{z , m) = (fiz, ni\ 

Par réquation (24) nous avons obtenu une expression générale des 
fonctions Bernoulliennes; dans ce qui suivra, nous déduirons des expres- 
sions des dérivées de ces fonctions. Désignons par r un nombre entier 
positif et différentions les deux membres de Téquation (17) r — 1 fois 
par rapport a ^, nous en obtiendrons pour r > i ,m>^o 

(25) j^<^+^>(^,m+ i) = f{z,m\ 

En désignant par k un nombre entier qui satisfait a Tinégalité 

on aura évidemment 

m — Ä + r > o, 

et par conséquent on obtiendra de Téquation (25), en y reinpla9ant m 
par m — /r + 'S 

(26) ip^^^^^^z , m — A- + r + 1) = f{z , m — k + r\ 

formule qui subsiste pour r> i ,Ä;^w. En introduisant dans Téqua- 

tion (26) 

/' = 1,2^3,...,/»: — 1 , 

ou A >^ 2, et en ajoutant les égalités ainsi obtenues, on trouvera pour 

(27) ip\z , m) = ip\z , m — /• + O- 
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Mais cette formule est évidemment vraie aussi pour A = i, et en y 
appliquant Téquation (5), nous en obtiendrons pour i <^ A <^m la formule 

(28) (p^{z y m) = ^{z , ni — A) + B(fn — k). 

Des équations (24) et (28) résulte ce théoréme: 

Théoréme II. Pour les fonctions BernouUiennes et leurs dérivées on 
aura les formules 

pour m > I , et • 

^*(^ , m) = ^(z j m — k) + B{m — k) 

pour \ <^k <m , 

Soient maintenant x , y deux quantités quelconques et m un nombre 
entier positif, nous obtiendrons d^aprés la formule de Taylor, en remar- 
quant que ^izjin) est une fonction entiére du w**°^® degré, 

(.9) ' i.Cr + ,/,,,0-H^,m)=£f^^;^ 



i=-l 



et, par conséquent, d'aprés le théoréme précédent^ 



Arxm 



(30) <p{x + y, «0 - j.(x , ,«) =£ ^^'-""'^'•.^"" -V 

r(p{x , m — fe)i/* ^^ B{m — fe)//* 
^^^ I .2. 3. ..fe "^ -^ I .2. 3. ..fe 

ou, d'aprés le méme théoréme, 

(31) fr(:r + 1/ , m) — (r(.r , m) — ^(1/ , w) ^^^ ^f/^^^^^ ' 



l:-l 



Le premier membre de cette équation étant une fonction symé- 
trique des variables a? et y, ce membre restera invariable en permutant 
X et y, et par suite nous aurons la formule 



k^m , -.v» ifc»m 



, . ^ y (^ , m -- fe)y* ^ ^ y (y , m — fe)a;* 

;^-i.2.3...fe -^1.2. 3. ..fe 

Par la 1(* théoréme siiivant est démontré: 
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Théoréme III. Si Ton désigne par m un nombre entier positif et 
par X et y deux quantités quelconques, on aura 

p{x + y, m) — p{x , m) — p(if , m) =^ ^^21^7./ 
et 

-^ 1.2.3...* ""]^ 1.2.3...ZC 

Substituons dans la seconde de ces formules 
(33) x = z, y— I, 

nous en tirerons 



(34) Z f^^i = I » 



^(2 ^ m — ifc) ^^ ^(i , m — Zc)»* 



- 3 • • • ^ ^^ ' . 2 . 3 • • • w^ 



et pour m>^2 nous obtiendrons de cette équation, en y appliquant les 
formules (20) et (21), 



^(» , m — k) «"•"* 



^"'■'■' ^1.2.3...* i.2.3...(»n— i) 

Au moyen de cette équation et la formule (18) on peut calculer les 
fonctions Bernoul Hennes sans recourir aux nombres Bernoulliens; en effet, 
pour w= 2,3,4,... on tire de Téquation (35) 



<p{^ * 2) y(g, 1) »• 
— ; 1 — 7— T- = T":; j 



1.2 1.2 



y(g> 3) , y(g,2) y(g. I) ^ 2?" 

I *" 1.2 '1.2.3 1.2.3' 



et ces formules donnent évidemment les valeurs des fonctions Bemoul- 

liennes. D'aprés cela nous pouvons énoncer ce théoréme: 

Théoréme IV. Si Ton désigne par m un nombre entier qui satisfait 

a 1'inégalité 

m > 2, 
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on aiira 

!■_ ... 

ip{z , m — h) z 



I 



j^i.2.3...& i.2.3...(tn— I) 

En supposant que 

m >^ 2, 

et en faisant dans la premiére formule du théoréme III 
nous en obtiendrons selon Téquation (21) 



it»!» 



(36) jf (* + 1 ' «o — ^{^ > »o = 52 ^ 2 , 



^^ ^{z ,m — k) 

i»! 



et par suite, en y appliquant le théoréme IV, 



^m- ] 



(37) f' (^- + I , "O - f' (^ , »O = rT;3 . ■■(>»-. ) • 

Maintenant nous ferons une application du théoréme I; définissons, 
a cet effet, un groupe de fonctions 

Xi^y°)*X{^' i)»r(^' 2), ... 
par les égalités 

(38) xi^ , o) = o, ;^(2r , I ) = iSf, xi^ ♦ «») = (— I Tr (' — « » ♦") 

pour »» > 2, nous en obtiendrons, en difFérentiant par rapport h z, les 
formules^ 

(39) xX" » o) = o. x'{^ ,0=1. /(^ , »») = (— 0""V'(i — ^ . »') 

pour »» >^ 2, lesquelles peuvent étre réunies dans la senlc formule 

(40) /(^ , m) = (— i)"-'jf'(i — ^ . "O, 

qui subsiste pour m'>_o. En différentiant de nouveau, nous obtiendrons 
de l'cquation (40) pour m > o 

(41) ;^"(;sr , «0 = (- O W - ^ > «'), 
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et par suite, en y rempla9ant m par m + ly 

(42) x'\z , m + i) = (— i)->"(i — ^ , m + i), 

formule qui subsiste pour w>^o. Des équations (40), (42), (17) on 
déduit pour m > o 

(43) X"{^fm+ i)=x\z,m). 

Des équations (38) on tire aussi, en employant les équations (21) et (19), 

(44) Xi^ , o) = o, 

(45) /(o , m) = o pour 7W > o, 

(46) /(i , i) = I, 

(47) /(i , m) = o pour m > 2. 

Cela établi, appliquons le théoréme I aux équations (43), (44), (45), (46), 
(4 7), nous en obtiendrons pour m > o 

(48) /(^, w) = fp(^, m), 

et par suite on aura d'aprés les équations (38) et (48) pour w > 2 

(49) ^{i —Zym)=-. (— i)'"jp(^ , m). 

Nous résumons les formules (37) et (49) dans le théoréme suivant: 

Théoréme V. Si Ton désigne par m un nombre entier supérieur 
ou egal ä 2, on aura 

et 

jr (i —z, m) = (— i)'"f (^; , m). 

La premiére de ces formules, inise sons la forine 

(50) z"-' = r{m)\^{z + i ,m) — ^(z, m)], 

m 

subsiste évideminent jx)ur in>^i, et en y remph^a^* ^ V^^ ^ + '^ nous 
trouverons 

(51) {z + Ä)"*-^ = r{m)[^{z + A + 1 , m) — ^{z + h , m)\. 
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Soit maintenant k un nombre entier posUify et faisons dans Téquation (5 1 ) 
h successivement egal ä 

Oj i j 2j»*.jA/ ~~~ I j 

et ajoutons les équations ainsi obtenues, nous öbtiendrons 



A-*— 1 

r 

A»0 



(52) r (;? + Ä)— » = r{m){<p{z + h,m) — ^p{z, m)}, 



ce qui démontre ce théoréme: 

Théoréme VI. Soierit m et A; deux nombres entiers positifs, on aura 



r {z + Ä)"-' = l\m){<p{z + k,m) — if>{z , »»)}. 



A=.*— 1 

r 

A-o 

Pour j? = o on en déduit 

A-*— 1 
A-O 



(53) S Ä--^ = /»j^(Ä,m), 



formule qui subsiste pour w >^' i , Ä >^ i . 

En combinant entre elles les deux formules du théoréme V, apres 
avoir remplacé z par — z dans la seconde, nous en tirerons pour w*>^2 



gm-\ 



(54) f (^ ,«»)-(- l)X- ^ , «0 = - i.2.3...(^_ 7j 

Ecrivons cette équation sous la forme 

(55) ^(">^) + L.2.3'^"'(m--i) 



= (- ir 



c)(— ^,w)+- Lj)lL1 ^ 

^^ ' '^ ' 2 I . 2 . 3 . . . (m — i) 



nous en öbtiendrons le théoréme suivant: 

Théoréme VII. Si Ton désigne par m un nombre entier supérieur 
ou egal a 2, Fexpression 

. . I Ä»»-' 

^^ ' ^ * 2 I . 2 . 3 ... (m — I) 

est une fonction • paire ou impaire de la variable z^ suivant que m est 
un nombre pair ou impair. 



Reolierches sur les nombres ot les foDotioDS de Bernoulli. 259 

Pour w> 3 on tire des équations (24) et (22) 



^^ ^ ^^' '''2i.2.3...(m— I) i.2.3...m* ^1.2.3...* 

et du théoréme précédent provient ce corollaire: 

CaroUaire. Pour tout nombre entier positif n on a 

(57) B{2n + i) = o. 

On peut aussi déduire cette formule des équations (49) et (5). Effec- 
tivement, si Ton remplace m par m + 1 dans Téquation (49), on aura 
pour m >^ I 

(58) j,(i _ ^ , ,n + 1) = (_ i)- + >j,(^ , m + -i) 
et par conséquent, en différentiant, 

(59) J^'(i —z,m+ i) = (— iTf^X^ , m + i) 
ou, d'aprés 1'équation (5), 

(60) j^(i - ^ , m) +'B{m) = (— i)-jr(^ , m) + (— i)-B{m), 
d'ou Ton tire pour fn>^2, en ayant égard ä Téquation (49), 

(61) B{m)[i — (— i)*»} = 0. 

En faisant dans cette égalité 

w = 2n + I, 

nous retrouvons la formule (57). 

Soit maintenant a un noiabre entier positif, et définissons un groupe 
de fonctions 

x{^,o),x{^, i),;f(^, 2), ... 

au moyen de Tégalité 



r— a— 1 r—a— 1 



oii m>^o. En différentiant cette égalité, on a 
(63) /(z , m) = a-« Y V' f-v^ > "*) • 



• 
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Reinpla9ant m par m -^^ i et différentiant de nouveau, nous auronB, pour 

(64) /'(^ . »» + o = «""''£ V'(^ » »» + ') 

ou, d^aprés Téquation (17), 



r-O 



r««a— 1 



(65) x"i^ ,«»+.) = «-' £ j.'(i±^ , m) . 

Des équations (63) et (65) on tire pour m >^o 

(66) /'{z ,m+ I) = x\^ , m). 
D'aprés les équations (62) et (18) on a 

(67) xi^ , o) = o 
et 

(68) jf (o , t») = o 

pour »t>^o, et -de Téquätion (62) on tire pour m >^o 



(69) xi^ . »«) = «"-' r V(^ , «») -«"-' rV(; . 



et par suite, en introduisant r — i au lieu de r dans la premiére soinme 
du second membre, 

• (70) xi^ » »O = »""'Z^l^ ' »») — «*""' S J^G ' »») = «"~V(i . »»)» 

d^oii Ton tire d^aprés les fonnules (20) et (21) 

(71) Xi^y 0= I 
et 

(72) xi^ y '^0 = o 

pour m > 2. En appliquant le théoréme I aux équations (66), (67), (68), 
(71), (72), on a, pour m>^o, 

(73) xi^y ''') = r(^» ^'0» 
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et par suite Téquation (62) nous donne, pour m>^o, 

(H) "f V(^ , -) = ^ +"f Ve . -)• 

En diflférentiant par rapport a z les deux membres de cette équa- 
tion et en rempla9ant m par m + i > nous aurons, pour m >^ o, 

t \ v^ //« + ♦• , \ <p\^ , t» + i) 

(75) z f\-^ , »» + i) = ;.-. > 



r-O 



d'ou Ton tire, a Taide de la formule (5), 

(76) "f v (^ . •») - "'•'"'"i::," '>"'"" • 

Introduisant dans Téquation (76) az au lieu de z^ on aura ce théoréme: 
Théoréme VIII. Si Ton désigne par a un nombre entier positif, on 
a pour m >^ o 






Au inoyen de ce théoréme nous pouvons calculer la valeur de la 
fonction ip{z^irl) pour 2f = - ; en effet, substituons 

z = Of a == 2 
dans la formule démontrée, nous en tirerons 

(2"^— \)B{m) 



tm — 1 



{77) . f^Q'^*)=— 

pour m >^ o. Désignons par n un nombre entier positif quelconque, on 
obtiendra des équations (77) et (57) 

(78) jrQ,2n+i) = o. 

Si Ton désigne par z une quantité quelconque et par v une quan^ 

tité qui remplit la condition 

t; I < 2;r, 
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Texpression 



e"— I 

t;-— 

e» — I 



peut étre développéé en serie convergente ordonnée suivant les puissances 
de v, et par suite nous aurons pour ces valeurs de v une égalité de 
la forme 



e'"— I 



(79) v --^-—^ = xi^ , o) + xi^ , 0^ + Xi^ y ^>' + • • . , 

ou xi^ f o) y X^^ ' O ' xi^ ' 2) , . . . sont des fonctions de z. Pour t; = o 
on en tire 

(80) ;f(^,o) = o, 
et par suite on aura 

(81) /(^,o) = o. 

Différentiant les deux membres de Téquation (79) par rapport a Zj nous 
aurons, en divisant les deux membres par Vj 



ve" 



Faisant t; = o, on en tire 

(83) /(^»0 = J 

et, par conséquent,. 

(84) /'(^,i) = o. 

Différentiant les deux membres de lequation (82) par rapport a j2f, et 
divisant les deux membres par v, on a donc 



ve'" 



(85) ,-r=T = X"{'> . 2) + x"{^ , 3)v + x"{^ . 4)t;' + . . . . 

Des équations (81), (82), (84), (85) on obtient pour ot>o la formule 
(86) /'(-?,»»+ !)=/(<',*»)• 



Recherches snr les nombres et les fonctioDs de Bernonlli. 268 

Pour jer = O on déduit de Téquation (79) 

(87) o = ;f (o , o) + x{o , i> + /(o , 2)V^ + . . . , 
et par. suite on aura pour w >^ o 

(88) ;f(o,m) = o. 

En faisant z = i dans 1 equation (79), nous en tirerons 

(89) «'-;ir(l ,0) +;f(l , l)t;+;f(l , 2)t;» + ..., 

et par conséquent on obtiendra, en égalant les uns aux autres les coef- 
ficients des puissances de v dans les deux membres, 

(90) ;i^(l , i) = I 
et 

(9.1) xi^ , w) = o 

pour m > 2. Appliquons maintenant le théoréme I aux équations (86), 
(80), (88), (90), (91), nous en déduirons pour »»>^o 

(92) xi'^ > ♦») = H"* »»)» 

et par suite nous obtiendrons de Téquation (79) la formule ■ 



e" — I 



(93) ^-m = f^C^jO) + 9>{^> 0« + 9'(^> 2)v* + ..., 

qui subsiste pour toutes les valeurs de z et pour \v\ < 27c. 

En divisant les deux membres de cette equation par t;, on aura 

(94) 1^ = S^(^ '*)*'*"' 

et par suite, en difFérentiant par rapport a Zj 



ve'" 



(95) -^^^Yy{z,ky-\ 
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Rempla9ons k par k + i dans le second membre de cette équation, nous 
aurons 

(96) ^^JYy{z,k+iy 



ou, d'aprés Téquation (5), 



ve'" 



t-ao 



(97) -^^ = Y\f{z , k) + B{k)]vK 



Pour j2f = o on en tire 



(98) ^£rr = -3(0) + B{i)v + B(2)t;' + 

Par la le théoréine suivant est demon tre: 

Théoréme IX. Si Ton désigne par z une quantité quelconque et par 
v une quantité qui satisfait ä l'inégalité 



v 



< 27r, 



on aura 

6" — I 



V ; = f>{z , o) + jr(^, i)v + ^{Zy2)v + ... 

et 

^ = B{o) + B(i)t; + i?(2)t;^ + . . . . 



e" 



En faisant dans les forinules ainsi démontrées 



t;= I, 



nous trouverons que pour une valeur quelconque de la variable z la 
soinme de toutes les fonctions BernouUiennes 

jr(^, o), ^{zy 1), j^(^, 2), . .. 
est égale a 

e' — \ 

et que la somine de tous les nonibres Bernoulliens 

B(o),B(i),B(2),.... 
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est égale a 



o — I 



Maintenant nous développerons les fonctions Bernoulliennes en des 
series trigonoinétriques, et pour oe but nous ferons usage cJes formules 
connues 

. . gflst?'-!) 4. e-aff(?*-i) I 2a ^ cos 2k7rz 

^^^^ "c-^ — e-"" "~ ^ ' IT ^ a* + k* ' 



i = i 



qui est vraie pour o<z< i, et 



e"'-^?'-!) — e-a;:<«r-lj 3 *^ /.• siii 2Jc7:z 



(100) = > ' rr 

^ ' • e«" — e-"'' t: ^ a* + /f* 

qui subsiste pour o<;2f<i, a étant une quantité reelle quelconque. 
Nous introduisons aussi une fonction /i{2 , m), définic pour toutes les va- 
l^urs reelles de z et pour tous les nombres entiers positifs m pnr les 
égalités 

(loi) fi{z y m) =• o ' 

pour w >^ 2, mais 

(102) ,,(^,i)=i, 

si z est un nombre entier pair, 

(103) /a{z, i) = 0, 
si z n'est pas un nombre entier, et 

(104) /^(^. O = — ^' 

si z est un nombre entier impair. 

Au moyen de la fonction fi{z y m) Téquation (loo) peut se mettre 
sous la- forme 






(105) c^«'-» _ e-««v*'-i) , , 2'-^Jcåm2ki:z 
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et cette équation subsiste évideminent pour o<z< i. En ajoiitont los 
équations (99) et (105) et en y substituant 



v 
2;r 



nous en obtiendrons pour o <z <^ i la formule 

, ^v ve*" f v v~^ 4fr/Ttf sin 2Ä'7r2 — 2i;*cos2/.;w 
O06) ^^^- I = -vp.{z, t)-g 4;^v + !>' 

d^ou Ton tire apres quelques réduetjons facilas 



;t«*«o 



(^07) Tr=T— ' " ^/^(^ ' O — S 



t-1 



^^nwi ve-2*^"* 



2Ä-7ri — t; 2/r;ri + v 



Si Ton impose ä la quantité v la condition 



< 2;r, 



1^ 
on aura 



IkJCti ""* 



n= 1 

et 






n=l ^ ' 

par conséquent, nous obtiendrons de Téquation (107) 
ou, d'aprés 1 équation (loi), 

Des équations (93) et (98) on déduit par addition ^ 



n»co 



(1 1 2) — -— ■ — I = Z {jf (ir , «) + B{n)}v , 

t/ 1 n ^ 1 
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et en égalant les uns aux aatres les coefiTicients de t;"^ dans les seconds 
membres des éqtiations (m) et (112), on obtiendi*a pour o< i^^ 1 et 
pour m > I la formule 



(113) <p[z , wi) = — J5(m) — ik{z , t«) 



(2 






^kicii I / I Nm g— 2*ir*l 



&«• 



ce qui démontre le théoréme suivant: 

Théoréme X. Si Ton déslgne par m un nombre entier positif quel- 
conque et par z une quantité reelle, qui satisfait aux conditions 



o < ^ < I, 



on aura 



l-OD 



j.(^,m) = -2?(m)-^g 



^likmi 



J^ ( — |)»^-MW<^ 



ik* 



"^ > 



pour m >^ 2 cette formule subsistc encore pour ^ = o et pour ;? = i . 

Si Ton désigne par n un nombre entier positif, nous obtiendrons de 

ce théoréme pour 

n = I , o < ^ < I 



et pour 



la formule 



n >^ 2 , o ^ j2f <^ I 



(114) jz?(^,2n 

de méme, pour 



2(- IV 



*-< 



sin 2Är;n9 






n >_ I j o < j? <^ I, 



nous aurons 



o 1 5) 



/v TI/ \ 2( — l)* v^ CCS 2Ä-r» 

j^(i? , 2») = — 2?(2n) — -^^f 2^ • 



(2;r)*'« ^ fc«» 



Pour ^ = o on déduit du théoréme X et de Téquation (19) le théo- 
réme suivant: 

Théoréme XI. Si l'on désigne par m un nombre entier supérieur 
ou egal a 2, on aura 



B{m) = — 



(27ri)"* 



2^ UT' 
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Soit n uu nombre entier positif, et faisons m = 2/* + i :dans cette 
formule, nous . jetrouvcrons Téquation (57),;. en y faisant m ^ 2w, nous 
aurons pour w >^ i 



ifc»oo 



} 

N 



(.-6) «M = ^w^Is^ 

d'oii résulte ce corollaire: 

Corollaire. Si Ton désignc par n un nombre entier positif quel- 
conque, Texpression 

I ^ I 



Efl 



est une qusmtité rationnelle. 

De la formule (116) on peut aussi conclure que le nombre B{2n) 
a le méme signe que ( — i)""\ 

Maintenant nous évaluerons la somme de la serie 



i^Mtc 






— V 



ou l'on désigne par x une quantité reelle quelconque et par m un nombre 
entier positif. A cet efifet nous introduisons la fonction numérique 

que nous définissons de la inaniére suivante. P»r lEt{x) nous désignons 
le plus grand des Jiombres éntiers qui ne surpassent pas la quantité 
reelle a;, de sorte que l'on aura 

(117) o < o? — -B(a:) < I . 

Cela pose, substituons dans la formule (113) 

z = x — E{x), 
nous en tirerons 

= — B(m) — ix\x — -E(aj) , m} — (p\x — ^(a?) , w}, 
ce qui déinontre le théoréme suivant: 
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Théoréme XII. Si Ton désignc pnr x une quaiititc reelle quelconque 
et par m un noinbre entier positif quelconque, on aura 

= — B{m) — ii[x — E{x) , m] — ^[x — ^X^) > '^*}- 

Corollaire. Si Ton désigne par x une quantité reelle et rationnelle 
quelconque et par m un nonibre entier positif quelconque, rexpression 






.m 



est une quantité reelle et rationnelle. 

Dans ce qui suit nous appliquerons les formules précédentes a 
révaluation de quelquea intégrales définies. En niettant Téquation (5) 

sous la forme 

y{z , m) = (p'{z , m + i) — 7?(m), 

et en intégrant entré les liinites j? = o et ;2r = c, ou Ton désigne par c 
une quantité finie quelconque, on aura pour m >^ o 

(i 19) ^9^^ > m)dz = fp(c , m +1) — B{m)c. 

Rempla9on8 c par c + i dans cette équation et combinons entré elles 
les formules ainsi obtenues, nous trouverons 



c + l 



(120) fc:{z , m)dz = ^{c + i y m +1) — ^{c , m + i) — B{m) 

c 

ou, d^aprés Téquation (50), 



e\-\ 



(121) fif{z, m) dz = -pr—rj. — ^^( «0> 

formule qui subsiste pour m>^o. Pour c* =0 on en tire, en supposant 

que w >^ I , 

i 

(122) J(f{z , m)(Jz = — B{m), 



o 
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Gela ét&bliy nous évaluerons Tintégrale 

e 

Jy{z y m)e'""dzy 

o 

oii a et c sont des quantités finies quelconques, excepté que a ne soit 
pas nul. Posons, ä cet efifet, pour m>^o 

c 

(123) f[m) = a^^fyizy m)e~"'dz, 

o 

nous aurons 

(124) /'(o) = o. 
Intégrant par parties, nous tirons de Téquation (123) 

e 

(125) /•(,»)=_ ar~'f<p {z , ni) de"" 



= — a"-' 



U 

e 



c 

^{z , m)e-" + dT'^ jip\z , m)e-"dz 



et, par suite, en supposant m>^ i et en employant les équations (5) et (19), 

e 

(126) /■(w) = — a— Xc, 7n)e-'" + a'^-'f[^{2y m— i) + B(;m— i)}e-"dz. 

Des équations (126) et (123) on tire 

(127) f{in) — f{m—i) = — a'"-V(c , m)e-'' + B{fn— i)ir-\i —O; 
en reinpla9ant dans cette équation m par 

I , 2 , 3 , . . . , w — I , tn , 

et en ajoutant les resultats ainsi obtenus, nous en obtiendrons pour m>^ 1, 
en ayant égard a Téquation (124), 



1-3 



(128) f{m) = — c'«^ Z ^{c , Ä)a*-* + (i — ö"*') I^ B{h — i)a* 

ou d'aprés Téquation (123), si on remplace dans la seconde somme h 
par Ä + I, 
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k — tte f /» — ac 



(129) /jr(^ , ^n)e-"<h = - 5r J.f (^ . Ä)«*- + '-^a^ S i?(Ä)«N 

formule qui subsiste pour m >^i et pour toutes les valeurs finies de a 

et c, excepté pour a = o. Nous fcrons deux applications de cette formule. 

i) Supposons que la partie reelle de la quantité a soit positive, nous 

obtiendrons de Téquation (129), en faisant croitre c vers Tinfini positif, 



h am — 1 



(130) f9>{z , m)e-"dz = ^ Z B{h)a^ 

O 

pour in>^ I . Désignons par tp une quantité reelle qui satisfait aux 
inégalités 



-i<'P<-, 



et faisons dans Téquation (130) 

a = cos (}} + i sin ^ , 
nous en déduirons 



00 



(131) ff{z , »*)e-'~"*-""°'*rf^ 



Z 



= 5^ l?(A){cos(m + I — h)<p — i6in(m + i — 'Oi^} 



En séparant les parties reelles et imaginaires dans cette équation, nous 
en tirerons 



A«0 
O 

et 



(132) f f?{z y m)e~^''^^ cos{zs\n ^)(lz = S B(Ä)cos(w+i — A)^ 



(133) rf>(^, «0«"'~"*8'n('2f8in^)rf2 = Z B(/»)sin(»» + i —h)d>, 

•^ A"»0 

U 

formules qui sont vraies pour 

m>i, _?<^<?. 
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Multiplions les deux meinbres de Téquation (130) parrt*"^', et supposons que 



a 



< 2;r, 



nous en obtiendrons pour m = co 



<x> Atx CO 



(134) lim «"•+' l\-{z ,m)e—'dz = T B{h)a' 



f» = oo ^ *•"<* 



ou, d'apré8 Téquation (98), 

(135) limrt"^' /jf (;? , m)e-"(h = -^^ , 



msQo Q 



formule qui subsiste si la partie reelle de la quantité a est positive, et 
que le module de a soit inférieur a 21:. Pour ^^=1011 déduit des 
^équations (130) et (135) la formule 



o» Aa>m— 1 

r 



(136) fc{z y m)e'''d2 ■= Z Ji{h)j 



qui est vraie pour w >^ i, et 



00 



(137) lim f^{e , m)e-'dz = — — 



m«ax y 



2) En faisant dans Téquation (129) c= i et en y appliquant les 
forraules (20) et (21), nous aurons pour m >^ i 



-a I g-a 



(138) /j,(,,^)a-«rf^ = _L_ + i_i- i:5(Ä)a\ 

O 

et en substituant dans cette équation 

a = 2Å-;rf, 

ou Ton désigne par k un nombre entier réel diflFérent de o, nous trouve- 
rons pour wi >^ i . 

(•39) f^{z,m)e-^^'"'dz = -j:^ 



O 



{2/fmy 
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Désignons par n un nombre entier positif quelconque, nous obtiendrons 
de Téquation (139) les formules suivantes 

1 
(140) if>{z^2n — i) cos 2k7rzdz = o, 



(141) ffi{z , 2M — i) sin 2k7rz(h = - 



(-•)' 



(ZfrjT)-^ 



•iH— I ' 



(142) f<f {z , 2n) cos 2li7CZdz = ^-~^ , 

1 
(143) fv^^ ' ^^0 ^*^" 2l'7CZ(h = o. 



o 



Faisons dans réquation (119) 



c = - ' 



nous aurong pour m > o 

i 



B{m) 



(144) f^{z , m)(h ---= jtQ , m + I j — ^^ 

et, par suite, d^aprés Téquation {77), 

(.45) fy{z,m)dz == -^-(2-l,)n(:m + I). 

Soit maintenant h une- quantité reelle et désignons par f[z) nne 
fonction de la variable z tel le que les fonctions 

f{z) , f\z) , f'\z) , . . . , r^\z) 

soient finies et continues entré les limites z =^ h ot z = h -\- i. En 
appliquant la formule (5) ä Tidentité 

(146) ^jf (^^ r + ^)n'{h + ^)\ = Hz,y + i)r''{i' + ^) 

+ jr'(^,r+ i)r^\h + z\ 

Ada vmthmMtica. 14. TiniiHini^ lo 18 »Irremhro 1890. J55 
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oii r > O, nous en tirerons • 

(147) jM^ , r + i)r^\h ^ z)} 

= B{r)n\h + ^) + <p{z, r + x)r\h + ^) + ,f{z,r)n\h + z). 

m 

Multiplions les deux membres de cette équation par ( — i)'*rfir, et inté- 
grpns entre les limites o et i, nous aurons, en observant Téquation (19), 

(148) (_!)>(,,,•+ !)/•'+'(/,. + i) = (_i)-5(r){r(Ä+ i)-rwi 

_(_ iy+'f^{z, r + i)n\h + z)dz + (- irfif{z,r)n\h + z)dz, 

o o 

formule qui subsiste évidemment pour r >^o, en employant la notation 

Soit maintenant m un nombre entier positif, et substituons dans Téqua- 

tion (148) 

r = o , I , 2 , . . . , wi — 1 ; 

en ajoutant les égalités ainsi obtenues, nous aurons, d'aprés les formnlcs 

(18), (20), (21), 



r=>m — 1 
r = 



(149) fXh + I) = r (- ir 5(r){r(A + o - rcoi 



— (— O"/?' (2 , m)f''^\h + z)dz 



et, par conséquent, 



rmtfn 



(1 50) . AÄ + 1) = r (- ir^(r){r(Ä + 1) - r(/o} 



r-O 



O 

Puisque on a 

{- lY B{r) = B{t) 

pour r= o et pour r > 2, nmis 

(_l)-/?(r).= B(r)+ I 
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pour r =^ I, iiöus obtiendrons de Féquation (150) 



r— w 



(151) r{h) = TB{r){r{h+ i)-r(A)} 



r-O 



— (- ^TfiH^ » »o + B{m)\r^'{h + z)d2, 

O 

formule qui subsiste pour m>^i. Introduisons dans Tintégrale z — h 
au lieu de z, nous en conclurons 



r^m 



(152) r{h) = TB{r){r{h + 1) -rw) 



r-O 

A4-1 



_ (_ i)'^f{^{z — h , m) + B{m)\r^\z)dz. 

. Or, h étant un nombre entier, on a d^aprés le théoréme X pour m>^i 
et pour A < ^ < Ä + I 



«a«0 



(153) r{^-h,m) + B{m) = --^-^^ ^-j;;-^ , 

et, par suite, on obtiendra de Téquation (152) 



rs*m 



(154) r{h) = TMr)[r{h + i)-r(A)) 



r=0 
A + 1 






A 



Désignons maintenant par k un nombre entier positif et supposons que la 
fonction f(z) et ses dérivées jusqu'a Tordre m+ i soient finies et continues 
entré les limites z = o et z = k; en faisant dans Téquation (154) h successive- 
ment egal a o , i , 2 , . . . , Ä — i, et en ajoutant les égalités ainsi obtenues, 
no^as obtiendrons 



r f'(h) = z 



(155) .2: r{h) = TB{r){r{k)-r{o)} 






o 



ce qui démontre le théoréme suivant: 
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Théoréme XIII. Soit f\z) une fonction de la variable reelle Zy de- 
signens par k et m deux nombres entiers positifs, et supposons que Ics 
fonctions 

f{z),f\z),f"{z),...,r^\z) 

soient finies et continues entré les limites ^ = o et ^ = A;, nous aurons 

A-X— 1 r=M 

k 

+ w/f-"w£ ^'.■" — fa- 



La quantité 






étant comprise entré les limites 2 et — 2, on aura pour wt >^ 2 

(,56) ^-^v^ — +^ '^ ' — = 2(?, yl, 






oii — ^ :^ ^1 :^ ^ y ^* P^^ suite on obtiendjra du théoréme précédent 

(.57) Tha) =l^('-)irw - r(o)} + (4-/f i Ar^' W''^- 

En supposant que la dérivée f'^'^\z) ne change pas de signe entré z = o 
et z = k, on a 

k k 

(i5«) f0,f"'^'{z)(lz = 0^fr^\z)öz 



O 



= <?,{/'-(*) -r(o)i, 

« 

oii la quantité ö^, qui est une valeur moyenne des quantités (?j, satisfait 

aux inégalités 

— I < ^2 < 1 , 

et des équations (157) et (158) on tire 

(.59) r /'(/') = SB(,-){r(A-)- no)} +7f|-.i:,4;{rw-r(o)|. 
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é 

Désigijoiiä par n un nombre entier positif quelconquc et faisotiö dans 
Téquation (159) 

m = 2w, 0^ = (— xye, 

m 

I10U8 en obtiendrons, en employant Téquation (116), 



h — o rcrO 



(160) z r{h) = 2: iö(r)5r(A) - r(o)i - 0B{2n)\r{k) - /-(o)}. 



ou — !<(?<!, et ou Ton suppose que /'*""^^(^) ne change pas de 
Signe entré ^ = o et z =^ k. 

Siipposons en outre que les dérivées /^""'"^(-sf) et f^*'^'{z) soient finies 
et continuesy et que /^"■*"*(^) ne change pas de signe entré z = o et z ===' ky 
nous trouverona, en rempla9ant n par n + i dans Téquation (160), 

(161) ,^o^'('*)= ^. B{r){r{k)-r{o)\ 

/isbO roO 

- 0,B{2n + 2){r^'\k)-r'\o)l 
o\\ — i < (f^ < I, et par conséquent 



Z /'(/«) = Z 

A-O ^ ' r-0 



(162) Z /'(/*) = Z fi(r){r(A:) - r(o)} 



+ (i -<?,)fl(2n + 2){r'''W -/■'"■''(o)), 
et des équations (160) et (162) 011 conclura 

(163) -0B{2n)[r{k)-r{o)\ 

= {i-o,)v{2n + 2)jr^'(/o-r'^-'(o)l- 

Puisque, d'apré8 Téquation (116), les nombres B{2n) et B{2n + 2) 
sont de signes contraires, nous obtiendrons de Téquation (163) 

(164) o\r{k)-r{o)] = p\r''\k)-r''^\o)\, 

en désignant par P une quantité positive. Maintenant nous distinguerons 
les deux cas suivants: 

i) Si les dérivées f^'*'^\z) et f^''^^{z) ont le méme signe entré ^? = o 
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et ^ = &, les fonctions /"^"(-s) et P'''^^{z) seront siinultaiiément croissantes 
ou décroissantes entré z = o et z = k; par suite les différences 

auront le méme signe, et de réquation (164) on peut conclure que 

(165) (?>o; 

or, étant cotnpris entré — i et 1 , on en déduit 

(166) o<0< I. 

2) Si les dérivées f^^^^^^z) et f^^^^^^z) sont de signes contraires entré 
^ = o et z = ky Tune des deux fonctions /''"(^) et /^"■^'(^) croitra, pen- 
dant que Tautre décroltra entré ;? = o et ^ = Ä, et par suite les diffé- 
rences 

seront de signes contraires, et de Téquation (164) on obtiendra 

(167) 0<o, 

et par suite, étant compris entré — i et i, 

(168) — i <0<o. 

Par la le théoréme suivant est déniontré: 

Théoréme XIV. Soit f{z) une fonction de la variable reelle Zy et 
désignons par k et n deux nombres entiers positifs; supposons que les 
fonctions 

/•(^),/-'(^), /■"(-'),..., r''(^) 

soient finies et continues entré les limites ;? = o et ;2? = A-, et que p''^^{z) 
ne change pas de signe dans cet intervalle, on aura 

''TfVi)='iB{r)\r(^k)-r{o)\-oB{2n)\r{k)-r{p)], 

ou — I <^< I. Si, en outre, les dérivées /•'"+*(^) et P'-^''{z) sont 
finies et continues entré ^ = o et z = k, et que /^"'^'(z) ne change pas 
de signe dans cet intervalle, on aura 

o < /?< 1, 
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si les dérivées /^"'''^(-sf) et p'''^*{z) ont le mérae sTgne, mais 

— I < ö < o, 
si ces dérivées sont de signes contraires dans le sus-dit intervalle. 



II. OéfiéraHsatitm des nomhres et des fanctians de BemauUt. 

Dans ses Je9on8 sur rarithmétique supérieure M. Kronecker a in- 
troduit la notion de discriminant fondamental, et il a donné ce nom 
a tout nombre entier A, qui n'est pas un nombre carré positif et qui 
est de l'une des trois formes suivantes: 

i) a = P, ou P= i, mod 4, 

2) * A = 4P, ou P= — I, mod 4, 

N 3) A = 8P, oii P= I, mod 2, 

pourvu que P désigne dans tous ces cas un nombre entier, qui n^est di- 
visible par aucun nombre carré plus grand que l-unité. En désignant 
par 

le symbole de Legendre, généralisé par M. Kronecker, et par s le signo 
du nombre A, en sorte que 

169) s = ± ij sA > o, 

on a les formules suivantes: 

■70) if =°- 

r=l ^ ^ 

,71) (_A_)^(^A) pour r>o,A>o, 

172) . {7^^ = ^{v) P^"*" o<r<sA, 



r = sJ— 1 , ^ , ikTzri 



173) £ (^)e^^={f){,'-K) pour /•>o, 
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oix la valeur de la racine carrée (\/Ä) ^^t fixée par les formules: 

(174)- (VÄ) = \y/~K\ 

pour A > o, et 



(175) {yj^) = i v- A I 

pour A < o. 

Cela pose, nous généraliserons les nombres et les fonctions de Ber- 
NOULLi, conformément au théoréine IX, par les definitions suivantes: 

Definition 3. En développant Texpression 



^ I i^V' 



en serie ordonnée suivant les puissances croissantes de t;, nous obtiendrons 
pour Ivj < 2zr une équation de la forine 



r«»J — 1 , . . r» 



(» 76) -^ £ (^)e'' = B(o , A) + 5(1 , A)r + B{2 , A)..* + . . . , 

et nous appellerons les coefficients J5(o , A) , B(i , A) , B{2 , A) , . . . les 
.nombres Bernoulliens appartenant au discriminant A. 

Definition 4. En développant pour Ivl < 2;r la fonction 






en serie ordonnée suivant les puissances croissantes de v, nous aurons 
une équation de la forme 



rs-sJ— 1 . . rv 



C") o^' I (ty 

!• "■ 1 

= jp(^f , O , A) + j?(ier , I , A)v + jr(^ , 2 , A)t;' + .... 

et nous appellerons les coefficients ^(j? , o , A) , f>(i8? , i , A) , ^(isr , 2 , A), 
... les fonctions BornouUiennos appartenant au discriininant A. 
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Au tnoyen de la formule (170) Téquation (176) peut étre inise sous 
la forme 



ou, en y appliquaiit Téquation (93), 



r««J— 1 *«« 



(179) 



s:(t)fK^.*)^-'i>(*.AK, 



crou Ton tirc, en renversant Tordre des deux membres, 



(180) 



'|B(*,AK-tV"f' (fV(4,*) 

i-eO r«=l ■ 



En égalant les uns aux autres les coefficients de t;"* dans les deux mein- 
bres de cette équation, nous aurons pour m>^o 



r=eJ— 1 



(181) 



5(»«.A)= £(A)^(-^,«), 



et des équations (24) et (181) on déduit les formules 



4rem 



r-fj-l 



(.8.) B(o,A)-o, B(».,A) = £ ,^''3'"-*> '|:-(f) 

r^ I 



k^\ 



pour w >^ I . 

De ces équations on peut conclure, que les nombres BernouUiens 
B{m , A) sont des quantités rationnelles. Mettons maintenant 1 equation 
(181) sous la forme 






r = £j— 1 



et introduisons dans la seconde somme eA — r au lieu de r, nous aurons 
pour m > o 

(.84) «(«,,A)= f |(f),(4.,«) + (^,>(i-^,,«) 

r«« 1 
Åda fHathernatica. U. Imprlmé le 18 décembre 1890. 3^ 
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d'ou Ton tire pour m >^ 2, en y appliquant les équations (49) et (172), 



r< — 
^ 2 



(185) 



B{m, A) = {I + e(- i)™} £ (^)j^(^,'«). 



Si Ton désigne par n un nombre entier positif, on obtiendra des équa- 
tions (184) et (185) pour A > o 



(186) 

et pour A < o 

(187) 



B{2n — I , A) = o, 



B{2n , A) = o. 



En séparant les parties reelles et imaginaires des deux membres de 
Véquation (173), nous aurons pour A > o 



r=-J— 1 



(188) 

et pour A < o 



i(^ 



cos 



2knr 



r«l 



r--J— 1 



^ = (f)lv- 



(189) 



^^ /A\ . 2Ä?ffr /A\ I / 



Substituons dans la somrne 



r-«J— 1 



te/J — 1 rv 



s A — r au lieu de r, nous en déduirons 



r = £j— 1 



rv r=*EA — 1 



(190) 



r=3\ r= 1 



rv 

TÅ 



ou, d'aprés la formule (172), 

(191) 



= £j — 1 ... rv r-^sJ- 



1=1 



d'ou Ton tire 



(192) 



r = £j-l 



»eJ- 1 , . . rr r = £j— 1 , ^ . , fv rv 
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et, par conséquent, 

^ , rv v rv v 



Des équations (176) et (193) on déduit 



v v 

e»— e~« 



(194) 



rv V rv v 



e' — 6 « 



Distinguons maintenant les deux cas suivants: 

i) Pour A > o nous obtiendrons de 1'équation (99) par les substi- 
tutions 





V 

2;r' 


r 


la formule 






(•95) . 


rr r rr r 

V eJ"2 + e" J"*"2 


k^ao C08 


2 v v 



qui subsiste pour o < r < A, et des équations (194) et (195) on tire 

A--* *=<» - f«=J— 1 






2/r;rr 
C08 — : — 



ou, suivant Téquation (188), 



it-"» k==<x, 

k = l 



(197) ZB(A,A)t;* = 2 






et, par suite, 



c 98) S z;(i , A) .' ~ = I v' A 1 "■ *f (f ) iil;:^ - ^ I ^'^ i "'f (v) (ir- 

En égalant les uns aux autres les coefficient^ de t;"* dans les deux 
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Tnembres de cette équation, nous retrouverons la formule (186), et du 
reste nous obtiendrons, en désignant par n un nombre entier positif, 

(.99) B{.«,A)=^<=gl^l'f(f)±, 

De cette formule on peut conclure que pour A > o le nombre B(2w, A) 
a le méme signe que ( — i )*""*. 

2) Pour A < o nous obtiendrons de Téquation (100) par les sub- 
stitutions 



la formule 



v r 

~^ 2Ä-' "~ A 



ve ^ ^ — e^ ^ w-^ — A 



(200) 2 • ^ ^7~ = — 4T«; 2; ^ 



e»— e « *°' 



+ 4'<: V ' . 



qui est vraie pour o < r < — A, et des équations (194) et (200) on déduit 
ou, d^aprés Téquation (189), 



4:^00 Aaoo 



(202) 






OU 

(.03) *i>(*, A).. - - .|^_-^i;f (1)4+ .|^^i„.*f (f )^. 

-=IV^K'f(f)i;i;g-.+ -. 

Egalons les coeiEciente de v"* dans les deux uiembres de cette équation, 
nous retrouverons la formule (187), et du reste nous obtiendrons, w étant 
un nombre entier positif, 

(.04) ^(.„-,,A) = i<=^]^l*f(f)^. 
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De cette formule on conclura que pour A <o le nombre B{2n — i, A) 
a le méme signe que ( — i)". 

Lea quatre équations (i86), (187), (199), (204) peuveut étre rempla- 
cées par la seule formule 

(205) B{ni , A) = - ^ (2.0- IJ (t) k- ' 

et des équations (181), (182), (205) résulte le théoréme suivant: 

Théoréme XV. Si Ton désigne par A un discriminant fondamental 
quelconque et par e le signe du nombre A, en sorte que 

£ = + I, sA > o, 

les nombres Bernoulliens B{o , A) , i?(i , A) , B {2 , A) , . . . sont des 
quantités reelles et rationnelles, et Ton aura po<ir in >_ o 



5(,«,A)='|;"(|^y( 






et pour m>^i on aura 



^c».^)°£ ,..r.:KU)- s(Ty 

• CoroHuire 1. Si Ton désigne par A un discriminant fondamental 
positif et par n un nombre entier positif, l'expression 






^ *=, 



est une quantité rationnelle. 

GoroUaire 3. Si Ton désigne par A un discriminant fondamental 
négatif et par n un nombre entier positif, Texpression 



v/- A 



est une quantité rationnelle. 



Ay/A\ I 
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De Téquation (176) on tire 



(206) 



e" — I ^-V y ^ 



e" — I ^— ^ \r / 



rr 
J 



= (7 + ~+ T^j + . . .)[S{o , A) 4- B{i , A)t; + B(2 , A^ + ...] 
ou, en exécutant le produit duns le second membre, 



r = £j-l 






A\^7j 7^(0. A)2 



1; + 



i^(Q, A)g' . B ji, A)z 



i . 2 



v 



+ 



B(o. A)g' , ^(i , A}z^ , g(2 . A)g 

1.2.3"*" 1-2 I 



i;^ + — 



Egalons les coefficients de y"* dans les seconds membres des équa- 
tions (177) et (207), nous aurons 



k=m 



(208) f?{z,o,A) = o, 






pour m >^ I, et de ces équations on déduit pour m > o 



(209) 



f (o , m , A) = o. 



Des formules (208) on peut conclure que les fonctions Bernoulli- 
ennes ip [z. , m , A) sont des fonctions entiéres, dont les coeflficients sont 
des noiubres rationnels. En mettant Téquation (177) sous la forme 



(210) J^J^(^.*.AK='£"(f) 



hT> _, 



V 



e"— I 



V 



rv 



et en y appliquant Téquation (93), nous aurons 






t = 9i 



*=cc 



]l/['+7^'^y-ilr{~,k)v' 



*=0 



eA 



irc=ao r = «J— I 



-i./%{m-^å''')-<^'^^ 



Recherohes sur les Dombres et les fonotioDs de Berooulli. 



287 



En égalant les coefFicients de t;"* dans les deiix membres de cette équa- 
tion, on aura pour w > o 



rsffj— 1 



(212) f(^,w,A)= -2 (^) V^l^+JT^^A — ^^ljXy 

et des équations (181) et (212) on tire pour m>^o 



m I 



r = eJ-l 



(213) ^{z,m,A) = -B{fn,A)+ £ f^yL^.^, 



m 



Rempla9on8 dans Téquation (213) m par w + ' > ^o^s aurons pour 

r = eJ — 1 /AV/ N 

(214) 5r(^,m+ I , A) = — i?(fw+ I, A)+ 51 \v)^\^ '^^'^'^+0 
et par suite, en différentiant par rapport a*;?, 



r = «J— 1 



(215) 



r^ 1 



ou, par application de la formule (5), 



r=r£j— I 



(216) ir'(^,m+i,A)= £ (f) i/(,«) + jp(^ + ^,m) 



r=l 



r=aJ— 1 



= z (#M'+å"») 



Des équations (?i3) et (216) on tire pour w>o 



(217) 



f^'{z ,m+ I , A) = jr(^ , w , A) + B{ni , A). 



De Téquation (213) on obtiendra pour m >^ i 



(218) 



^{2 + I , ni , A) — jp(;? , m , A) 



r=eJ— 1 



= £ (f)|K" + ' +4'''")~K'+ii''") 



et par suite, en y appliquant Téquation (50), 



r--£j— 1 



(219) c{z -\- i , m , A) - <f{z , m , A) = -^ ^ (^) ( ^ + ^-^j" '. 
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Rempln^ons dans réqujition (212) z par — Zy nous aurons pour m>\0 



r=£j— 1 



(220) ^(-^ z , m , A) = V (f) 



^(~^+ei'*")~^(i'"') 



d'ou Ton tire, en y substituant sA — r au lieu de r et en employant 
Téquation (172), 



(221) 



^{—z, m, A) 



r-£j— 1 



r= 1 



pour m>^2 on en déduit par application de Téquation (49) 



r=«J— 1 



(222) ip{— ^ , w , A) - £(- I)-» £ (^) 



r=l 



f 



('+4- 



tn 



F 



(å'")|' 



et des équations (212) et (222) on obtiendra pour m>^2 



(223) 



^( — ^ , m , A) = e( — i)"V(^ > '^^ ' ^\ 



formule qui subsiste encore pour w = o et pour m= i, car d'aprés les 
équations (208) on ä 



(224) 



^{z y o , A) = o, f>{z , I , A) = o. 



De ce qui précéde résulte ce théoréme: 

Théoréme XVI. Si Ton désigne par A un discriminant fondamental 
quelconque et par e le signe du nombre A, en sorte que 

s = + i j sA > o, 

les fonctions Bernoulliennes ^(^ , o , A) , f (^e? , 1 , a) > fC-^ > ^ , A) , ... 
sont des fonctions entiéres dont les coefficients sont des nombres rationnels, 
et ces fonctions jouissent des propriétés suivantes: 



i^m 



B{m — k, A>* 



^(^ , o , A) = o, <f{2,m , A) = 2L i.2,2>,..ir P^"^ *^* = ^' 



fr(o , w; , A) = o pour m > o, 
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(p'{z , m + I , A) = jr(-2f , m , A) + B{m , A) pour w ^ o, 



III— 1 



poup in>_ij 

fp( — ' ^ , m , A) = e( — 1)"*^ (;? , m , A) pour m>^o. 

En reinpla9ant ^ par g -\- s dans la formule (219), nous en ob- 
tiendrons pour m>^\ 

= jr(w){fp(£i + s + I , m , A) — ip{z + 5, m , A)} 
ou d^aprés Téquation (171), ä étant un nombre entier positif, 



# = *— 1 



= -r(w) S \<p{z.-\- 5 + I , w , A) — (^(j? '\- s ^m y A)}. 

Posons dans le premier membre de cette équation 

T + 5sA = Ä, 
nous en déduirons pour w^ i la formule 

/A\ / „ , Ä \ 
A = 



__Z — / A \ ' "k " m— I 



ce qui démontre ce théoréme: 

Théoréme XVII. Soit A un discriminant fondamental, et e le signe 
du nombre A, et désignons par in et h deux nombres entiers positifs, 
on aura 



A-=*sJ— 1 



£ (t)(^ + å)"" = n'"){<^(^ + Ä , >« , A) - ir(. . «N A)}. 

AssO 
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Pour z = O on en déduit 



A-=I;«J— 1 



(227) 



£ (y)*'"-^ = r{m){eAr-'^{k , m , A), 



formule qui subsiste pour m >^i ^ k >^i. 

Désignons maintenant par x une quantité reelle quelconque, nous 
obtiendrons du théoréme XII et de Téquation (170) 



(228) 



(^^ h [v) ti 



•m 






W 



r=eJ— 1 






X + 



sA 



E 



(^ + 



sAr 



m 



ou 



A-oo 



^^^^^ (2;rir ;^ ^"^ 



r-eJ-l 



J2tirxi 



~- -/AN — — 
r-1 ^ 



r-eJ— 1 



— 2*7rj'< 









r=eJ— 1 



r=l ^ ' I 



eA 



E 



(^ + 4)' 



m 



r = «J— 1 






,+^_e(. + ^), 



r 



m 



D'aprés réquation (173) on a 



(230) 



r=sJ— 1 , 2*»rr< 



r=l 



= (t)(Ä) 



et, par conséquent, en introduisant dans le premier membre sA 
lieu de r et en employant Téquation (172), 



;• au 



r-^sJ-l 



(231) 
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Des équations (229), (230), (231) nous tirons 



(232) 



(v^A) v^/A\ e"'''*' + e{— i)''»c-2*'^'' 






(2^)" nn 



r=5j-I 



ptn 



-- I (7) 



r 



r = l 



r««J— 1 



'h-U' + 7Ä-^{:' + .Äh"' 



-r(t>K4-4+i)' 



m 



ce qiii déinontre le théoréme suivant: 

Théoréme XVIII. Soit A un diRcrinnnaiit fondamental quelconque, 
et £ le signe du nombre A, de sorte que 

£ = + I , sA > o, 

et désignons par x une quantité reelle quelconque et par m un nombre 
entier positif quelconque, on aura 



(n/a 



(2;n:) 



/•^sJ — 1 



— \ Jt™ 00 

O" z. I, /. ; 



^\ ^»UTrxi ^ g( iJmg-SAffxf 



•m 



i(t>K.l-n*+.l)''» 



r=l 



r=£j— 1 , 



2:(^H-+å-^(-+å)."' 



GoroUaire. Soit A un discriniinant fondamental quelconque et s le 
signe du nombre A, et désignons par x une quantité reelle et rationnelle 
quelconque et par m un nombre entier positif quelconque, Vexpression 



v^A) y^ / A \ 



(2mr t[ 



.m 



est une quantité reelle et rationnelle. 

Au moyen de Téquation (232) nous développerons la fonction 
^{z , m , A) en serie, et pour ce but nous distinguerons les deux cas 
sui vants: 
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i) Pour ni>2 la derniére soinine du second merabre de réquation 
(232) est nuUe d'aprés réquation (loi), et en désignant par z une quan- 
tité qui satisfait aux conditions 



(233) 



< z < 



eA= =cA' 



on aura évidemuient pour r= 1,2,3,..., sA — i 



(234) 



puisque on a 



on en obtiendra 



(235) 



z + 



eA 



o<z + -T-< i: 



jr(o, m) = j^(i , m), 



^(^ + ^).^^ =9^{^ + 



:A' 



m . 



Cela établi, introduisons dans Véquation (232) x = z, nous en tirerons 



(236) 



(v(Ä) 

(2m) 



Ö'f(M 



,2kKxi 



4. £(_ i)me 



m a — 2kmi 



r-«J— 1 



.m 






et par suite, d^aprés Téquation (213), 



(237) F(^,»«,A) = -B(m,A)-|-gl|:(t) 



^\ e'*"'' 4- £( — i)m^-2/rwi 



.m 



eA= =£A 



formule qui subsiste pour 

m >^ 2 , - 
2) Pour m =1 on a 

f^{Zy 1) = ^, 

et de réquation (232) on obtiendra pour toutes les valeurs reelles de x 



(238) 



(v/ a) *^/A\e""' 



2 m 






ee" 



2*;rx< 



=-5:(e)h+ 



r-1 
r-fj— I 



^(^ + 7I-) 



-i:(f>-+.k-4+.-k)'' 
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En désignant par z une quantité qui satisfait aux inégalités 

(239) —JK^^^JK' 

on aura pour r = 1,2,3,..., ^A — ^ 

(240) o<^+^<i, 

et, par conséquent, 

(241) ^(^ + Ä) = °' 

et de Téquation (103) on tire 



(242) 



^ + i~^t^ + ik)''h°- 



Cela pose, siibstituons dans réquation (238) x = Zj nous en dé- 
duirons 



*=»«> , . . »L .• Al. I rmsgj — 1 



(243) -^^ri-LUJ k =- 2L {v)['+7ä) 



*-l ' ' r=l 



r-l 



et, par suite, d^aprés réquation (213), 



(244) f(.,i,A) = -B(x,A)-^£(t) 

formule qui subsiste pour 

I I 

T-<Z < 



(v/ a) V^ /A\ e"'^" — ee-"'^" 



eA eA 

Des équations (237) et (244) résulte ce théoréine: 

Théoréme XIX. Soit A un discriminant fondamental quelconque, et 
e le Signe du nombre A, de sorte que 

s = + i , sA > o, 

et désignons par z une quantité qui satisfait aux inégalités 

I I 

ffA €A 
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et par m un nombrc entier positif queLconque, on aura 

^(.,m,A) = -B(m,A)-^g(f)— ^ ; 

m 

pour m>_2 cette formule subsiste encore pour ^ = — ^ et pour ^ = - . 

Si Ton désigne par n un nonibre entier positif, nous obtiendrons de 
ce théoréme et des équations (186) et (187) pour A > p 



f \ f K\ 2(— I « v^A V/'A\ SI» 2Ar3 

(245) f{z,2n-x,^)= ^ ^^^ M v ^ g ^_j __. 



y/A I V*" / A\ sill 2h7tZ 



il:=x 



/ ^\ / A\ t:»/ a\ 2(— lyiv/AN."^ /A\ C0s2/.-;ra 

(246) <p{z, 2n, A) = ~ 7i(2«, A) - .. J_.-i^y_J g (^- j ^^^ . 
et pour A < o 

(247) f(^, 2«- I, A) ..-= - /?(2«- i.A)+ ^^;;^^)_, ^ ' g ^- j ^.-^ , 

2(— O^lv/— Ä| V^/AX sin2Ä:;rÄ 



(.48) ,(,,.», A) - "-;^yr^i £(f) 

/ttr 1 



Ä;^' 



Ces quatre formules son t vraies pour tous les noinbres entiers po- 
sitifs n et pour 



< z < 



£ A = =-" eA 

excepté que pour n = i les équations (245) et (247) subsistent seule- 

ment pour 

I I 

r-< Z < 



eA ^A 

En définissant pour toutes les valeurs reelles de la variable x une 
fonction F{x) au moyen de Téquation 

(249) F{X) = V £ (y) ^ , 

cette fonction aura évidemraent les propriétés suivantes: 

(250) F{x+ i) = F{x), F{— x) = — eF{x), 
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et des équations (238) et (170) on tire 



r-*J-l 



r-fiJ-l 



(^5.) m—^l.^mr+l{^)E{.+^) 



r=fij— 1 , 



Si Ton désigne par x^ une quantité qui satisfait aux conditions 



(252) 






on obtiendra des équations (251) et (103) 



r»*J— 1 



(253) 



^•(«.) = -i r {¥)r- 



Cela établi, soit x une quantité reelle, et supposons que 



(254) 



cA = 



<x < I, 



on peut mettre x sous la forme 



(255) 



x = x^ + 



eA' 



ou x^ satisfait aux inégalités (252), et ou s est un nombre entier qui 
satisfait aux conditions 



(256) 



I <s<eA — I, 



et de Téquation (255) on tire 
(257) 



s = E{x£A). 



Des équations (251) et (255) on déduit 



r^eJ- 1 



(.58) ^(«)=-4- 1 (Ijr+s (■t)-E(-.+ 



8 + r 



r=sJ-l 



-i:(t>^.+^-K-.+^)- 
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ou, en rempla9ant r par eA — r dana les deux derniéres gommes et en 
employant lea équations (170) et (172) 



rr-£j- 1 , 



(a59) ^X^) = -.4- V (-t-).- + ^tm^i^' + 'Tf) 

r= 1 r= 1 

-^'|:(e-V|'.+~^-4'.+^)'|- 



Puisqiie oii u éviderninent 



(260) 



4.+".r)=° 



pour /• = I , 2 , 3 , . . . , s, inniR 



(261) 



'-•(^.+t1^) = - 



pour r = s+ i , s -\- 2 , . . . , sA — i , sA, nous obtieiidrons de lequa- 
tion (259) 

-^'f(#H-^.+v/-4.+'-7^)-- 



De Téquation (170) on tire 
(263) 



/ 



r(t)=-s(-t). 



et, par suite, noua obtiendrons de Véquation (262) 



r=-sJ— 1 



(264) 






r=eJ— 1 
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Dans les cas, ou x n^est pas multiple de --r-j^i^ ^ d'aprés les équations 

(255) e^' (252) 

« 

et des équations (264) et (103) on déduit 

(,65) F(.) = -4"f' (A),. + ,g(A); 



r=\ ' r«-~0 



mais si x est multiple de — -, on a 

^0 = o, 
et des équations (264), (102) et (103) on tire 

(.66) Fw = -4 E Ay + .j; 4 _£ A. 

Les équations (265) et (266) ont été démontrées sous la supposition que 

(267) ^ i:^^< '' 

et le nombre s, qui se trouve dans ces équations, est déterminé par 
1'égalité 

(268) s = E{xsA). 
Mais ces formules sont encore vraies pour 

(269) o<.'r<^; 

on a, en eflfet, dans ce cas, d'aprés la formule (268) 

(270) ^ 5 = 0, 

et, par conséquent, les formules (265) et (266) se réduisent ä Téquation 
(253). Par la nous avons demon tré ces formules pour 

(271) o < ir < I, 

Aeta mathematiea. 14. Imprlmé le 3 janvier 1891. 38 
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et puisque les deux membres de ces fonnules ne se changent pas, en 
ajoutant k x un nombre entier positif quelconque, el les subsistent pour 
toutes les valeurs de rr, qui satisfont a Vinégalité 

(272) ^^o; 

par suite nous pouvons énoncer ee théoréme: 

Théoréme XX. Soit A un discriminant fondamental quelconque, et 
s le signe du nombre A, et posons pour toutes les valeurs reelles de x 

(v^Ä) V^ /A\ e«*'^'' — eö-"'^'' 



^•w=Wf(f) 



nous aurons 

F{x + i) = F{x), F{— .t) = — eF{x); 

et en employant la notation 

s = E{sAx)y 
nous aurons pour x >_o 



rs-sJ — 1 . . » re»! 






si X n'est pas multiple de — , mals 



r—5J— 1 . ^ , r«=# 



si X est multiple de —t-. 

^ eA • 

En 'séparant les parties reelles et imaginaires des deux membres de 
Téquation (249), nous aurons pour A > o 

^A I V^ / A\ sin 2Ä-7W: 



• ^ 1 



et pour A < o 



(^74) ^^»^'^(f) 



I V— A I v^ /A\ cos2Ä-7rjj 
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et en observant, que pour A > o 



r=J-l 



r = l ^ ' 



nous obtiendrons du théoréme précédent pour A > o 



(275) 






A\ sin 2lc7:x 



-±-^m)' 



si X n'est pas multiple — , mais 



(276) 



xp /A\ 8in2Ä;wj n ^ /A\ ' /^\ 



si X est multiple de — , et pour A < o nous aurons 



k=^r> 



(277) 









si a; n'est pas multiple de — — , mais 



i--» 



A\ COS 2/jr7WJ 



Iv^^Ä 



r= 1 r»0 



(»78) Z(|) 

si a? est multiple de — — . 

Dans ces quatre formules, qui subsistent pour x>^o^ Ton désigne 
par s le plus grand des nombres entiers qui ne surpassent pas eArr. 

Dans ce qui suit, nous traiterons de la méme maniére les oas oii 
Ton a 



(279) 



m>_2\ 



eti posant pour ces valeurs du nombre m 



(280) 



F{x) 



(y^Aly/A\ 

(2;rir ;^ \ * / 



tlkKXi 



+ e{—\Te 



m^—Qkirxi 



■m 



la fonction F{x) aura évidemment les propriétés 

(281) F{x + i) = F{x), F{— x) = e{— iTFix), 
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et du théorénie XVIII et de Téquation (loi) nous obtiendrons pour 
toutes les valeurs reelles de la variable x 



= 5J-1 



(282) F{x) = - X (^)<p 

r=»l 



;r + 



eA 



E 



{^ + -k) ' 



m 



Cela pose, soit x^ une quantité qui satisfait aux conditions (252), 
nous déduirons des équations (282) et (213) 



r=£j— 1 



(283) i^(^.) = -£ (f)f.(a^, +^,t») = -2?(m,A)-jr(a;.,»H,A). 

En désignant par x une quantité qui satisfait aux inégalités (254), et 
en posant x sous la forme (255), nous tirerons de lequation (282) 



r = £j— 1 



(284) F{x) = - £ (^)^ 



ic« + 



» + r 

eA 



- K^' + ^) ' 



m 



ou, en introduisant dans la somme du second membre sA — / au lieu de r, 



(285) 



n^) = - ^'f (f )H-. + -:a- - 4- + '-kr) ' 



m 



et par suite, d'aprés les formules (260) et (261), 



(286) 



F(.)_-.|:(A),(..+'-^,,„) 



ou d'aprés Téquation (255); en appliquant la formule (50) a la premiére 
soninie du second meinbre de Téquation (286), 



(287) 



^(^)— -»I(f>(^-4-+'.-) 



r--=l 



r=« 



+rf^m){^-kr'- 



Rempla^ons dans la premiére somme du second membre de cette équa- 
tion r par sA — r, nous en obtiendrons au moyen de Téquation (213) 
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(288) F{x) = - B{m , A) - jr (^ , m , A) + ^ £ (f -) (x 



f \ w» — 1 



sA 



Pour la demonstration de cette formule nous avons supposé que 

(289) ^<^<i, 

et le iiombre 5, qui se trouve dans Téquation (288), est déterininé par 
Tégalité (257). Pour les valeurs de x qui satisfont aux conditions 

(290) o<a;<-^, 

on a évidemiiient 

(291) 5 = 0, 

et, par suite, on peut conclure de Téquation (283), que la formule (288) 
subsiste encore dans ce cas. 

Nous avons donc démontré cette formule pour 

(292) o <^a; < I, 

et puisque, d'aprés les équations (281) et (219) les deux membres de 
cette formule restent invariables en ajoutant a x Tunité positive, Téqua- 
tion (288) est vrai pour toutes les valeurs de la variable x qui satisfont 
ä rinégalité 

(293) a;>o, 

ce qui démontré le théoréme suivant: 

Théoréme XXI. Soit A un discriminant fondamentnl quelconque, et 
e le signe du nombre A, et désignons par m un nombre entier supé- 
rieur ou egal a 2; en posant pour toutes les valeurs reelles de x 

V(^\ _ Iv^ v/A\ ^''""* + g(- 0"^"''""^ 

on aura 

F{x + I) = F{x\ F{- X) = e(- ^rFix), 
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et en employant la notation 
on aura pour x >^o 



F{x) = - B{m , A) - jr(^ , m , A) + ^ V (4) L _ M"-. 

Nous avons démontré ce théoréme pour m>^2, inais puisque on a 
d'aprés les équations (i8i) et (224) 



r-£j— 1 



(294) 2?(i , A) = ^ £ (A)r. ir{x , i , A) = o, 

on peut conclure du théoréme XX, que le théoréme XXI subsiste encore 
pour m = I dans tous les cas ou x n'e8t pas multiple de -— • 



Dans la premiére partie de ce mémoire, j'ai exposé les propriétés 
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SUR DEUX THÉORÉMES RELATIFS AUX PROBABILITÉS 



FAB 

P. TCHEBYCHEPP 

k 8:t PfiTERSBOURQ. 

(Traduit du russe' par I. Lyon.) 

§ I. Dans un mémoire, sous le titre: des valeurs moyennes,^ nous 
avons montré comment on obtient des inégalUés, d'oii Ton déduit faeilement 
un théoréme sur les probabilités qui contient comme oas particuliers le 
théoréine de Bernoulli et la loi des grands nombres. Ce théoréme nous 
Tavons ainsi formule: 

Si les espérances mathématiques des quantités 






et de leurs carrés 

ne dépassent pas une limite finie queloonque, la probabiUté que la différence 
entré la moyenne arithmétique cttm nomhre n de ces quantités et la m&fienne 
arithmétique de leurs espéranc^ mathématiques ser a moindre qu'une quantité 
donnée, se réduit ä Vunité, lorsque n devient infini. 

* O AByxi TeopeMaxi OTHocHTe.ihHo BtpoflTHocTefi. I3anHCKH AKa;i,eMiH 
HayK^. Tomi 55, KHHSKKa '2. IIpiLTOÄeHie, A? 0. C.-IIoTep6yprB. 1887. 

" O q)e;^HHX^ BeJiHHHHaxT». MaTOMaTHHCcKifi C6ophhkt>, t. 2. — Tra- 
dnction fran9ai8e, Journal de Liouville, 2"^^ série^ tome 12. 
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Nous avons été conduit a ce resultat en cherchant a déterminer les 
valeurs liraites d'une intégrale d'aprés les valeurs dojinées des autres in- 
tégrales qui contiennent sous le signe T, outre des fonctions connues, une 
fonction inconnue, assujettie a la seule condition de ne pas devenir ne- 
gative entré les limites d'intégration. En développant la méthode employée 
dans cea recherches nous arrivons, dans un cas particulier, au théoréme 
suivant sur les intégrales: ^ 

Si la fonction f{x) reste constamment positive et si Von a 



oo 



Jf{x)dx = I , fxf{x)dx = o, 



— oo —CO 



oo 



fx^f{x)dx = -,, Jx^f{x)dx = o, 



•00 



CO < X «) 



fx^'^--f{x)dx = '•'•^•.,r — > fx'-'f{x)dx = o , 



— 00 * — «o 

la valeur de Tintégrdle 

ff{x.)dx 



—00 



sera comprise entré les limites 



i k' 



SI 



^nj 2(m — 3)Vw— I 



il 



I r ..,. , ^ 3v/3(m'-2m+3)^?V+ I)' 
-7- I e ax + , ,- 

y/TtJ 2(w— 3)Vm — I 



■00 



pour toutes les valeurs reelles de v. 



^ Sur les résidus intégraux qui donnent des valeurs approchées des intégrales, ce journal, 
t. 12, p. 287. (Traduction du mémoire: OÖl» HHTerpa.lhHLlXl» BU^CTaXT», AOCTaBJlAK)ll^HXl> 

npHÖJHxeHHLiH BejTHHHHU uHTerpa.iOBi». SanHCKH ÅKaAeMiu HayKi», t. 55.) 
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Nous allons montrer maintenant, comment ce théoréine sur les in- 
tégrales conduit ii un théoréme sur les probabilités, a Taide duquel la 
détermination des valeurs les plus sures des inconnues, quand on a un 
grand noinbre d'équations qui contiennent des erreurs accidentelles plus 
ou moins considérables, se raméne a la luéthode des moindres carrés. Ce 
théoréme peut étre ainsi formule: 

Si les espérances mathématiques des quantités 

sont toiites nulles et si les espérances mathématiques de toules leurs puissances 
ne dépassent pas une limite finie quelconque, la probabUité que la somme d^un 
nombre n de ces quantités, divisée par la racine carrée de la double somme 
des espérances mathématiques de leurs carrés, sera comprise entré deux limites 
qiielcofiques t et /', se réduit å 

4: fe-^-dx 

lorsque le nombre n devient infini. 

§ 2. Po ur démontrer ce théoréme sous la forme la plus générale, 
nous prendrpns — oo et -f- co pour les limites entré lesquelles sont com- 
prises toutes les valeurs possibles des quantités 

En désignant par 

if^[x)dx . ip^[x)dx , ^^{x)dx , . . . 

les probabilités que les valeurs des quantités u^ , ?/j , w, , . . . sont coin- 
prises entré les limites infiniment voisines 

;r , j; + rf.r, 
nous remaFquons: 

i) que les fonctions 

ne peuvent pas avoir des valeurs negatives; 
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2) que les intégrales 



os oo oo 



^00 —00 —00 



qui représentent les probabilités que les quantités w, , w^ , Wg , . . . auront 
des valeurs quelconques comprises entré les limites — cx) et + co, seront 
égales ä Tunité; 

3) que les intégrales 



00 oo 



/«lFl(«j)«'«I ' /"jfsC"»)^'"»' f"39>Å'h)(f»3 ' • • • ' 



— X — 00 — cc 



qui représentent les espérances mathématiques des quantités Wj , w^ , W3 ,... , 
d'aprés notre hypothése, doivent étre nulles; 

4) quen general, toutes les quantités a\^^ définies par Tégalité - 



•o 



ol") = fut^t{u,)(fu„ 



— 00 



qui représentent les espérances mathématiques des différentes puissances des 
quantités i/j , w^, . . . , seront, par hypothése, comprises entré des limites finies. 
D'autre part, en désignant par 

f{x)dx 

la pro babi lite que la valeur de la fraction 

U^ + U^ + . . . + Un 

sera comprisc entré les limites ihfiniment voisincs 

X, X + dXy 
nous remarquons que cette probabilité sera donnée par Tégalité 

f{x)dx =-ff'"f<f^{u^)y^{H^) . . . jr,(w„)rfw,rftt, . . . dfw„, 

dans laquelle Tintégration par rapport a u^ , w.^ , . . . , w„ s'étend sur toutes 
les valeurs de ces quantités pour lesquelles la valeur de la fraction 

ti| + ^a + » . . + Un 
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ne sort pas des liinites infinimerit voisines x^x + dx. En multipliant 
cette égalité membre a menibre avec Tégalité 



e*' = e *" 



oii s désignc une constante arbitraire quelconque, et en intégrant de 
X = — CO a a;=co, nous trouvons Tégalité 



«! + «»+. .. + «!• 



fe"f{x)dX =^ff' • -A '" f^l('^l)^3(^«) • • • V^n{^n)(i^ld^2 ' • • ^^n' 



■Vt 

« 



Comme dans le sccond membre rintégration par rapport a 

8'étend sur toutes les valeurs de. ces quantités entré — cx) et + <^ > 1^ 
second membre de cette égalité se réduit au produit des intégrales simples 

— 00 —00 — QO 

Nous aurons donc Tégalité 

CO fssM 00 tHi 

(i) f^'f{x)dx = Y\ fe'- ^,{u,)du,. 

00 inl — 00 

En développant les deux membres de cette égalité suivant les puis- 
sances de la constante arbitraire s et en égalant les coefilcients des mémes 
puissances de s, nous trouverons les valeurs des. intégrales 



oo ob 00 



ff{x)dXy J xf{x)dx y fx^f{x)dx y . . . 



^flO ■» —00 —00 



qui représentcnt les espérances mathématiques des diflférentes puissances 
de la quantité 

U^ + It, + . . . + tt„ 
X = — ! = 

et qui nous serviront a déterminer les valeurs limites de Tintégrale 



v 

Jf{x)dx 
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qui représente la probabilité que la valcur de la fraction 

^^ 4- V^ + . . . + Vn 

ne dépassera pas la valeur d'une quantité quelconquc v. 

§ 3. En nous bornant a la détermination de 2m intégrales 



QC CO 



Jf{x)dx , fxf{x)dx ,..., f x""-' f{x)dx 



— 00 —00 — QO 



nous remarquons que le premier inembre de Tégalité (i), développé suivant 
les puissances de s jusqu'au terine de Tordre s'"'"~\ donnera la soinrne 



00 ^00 



ff{x)dx 4- \ fxf{x)dx + -^ fx'f{x) + . 

. . . H --, : fx'"'-'f(x)dx. 

' 1.2 ...(2m — n ./ '^ ^ 



— 00 



Pour déterminer les terraes correspondants dans le second membre, 
nous allons le mettre sous la forine 



<-n * '•'' 



" r -7= 
Slog / e^'*^iini)dui 

[-1 •^ 



é 

et Ton voit que le développement du second incnibre de (1), rigoureux 
jusqu^au terme de Tordre 5'**""* inclusivement, s'obtiendra en y rempla9ant 
les logarithmes par leurs développé men ts en series arrétés aux termes'de 
Tordre ^"^"^ . Pour déterminer les développements de ces logarithmes, 
nous remarquons que Tintégrale 

— 00 

sera donnée par Texpression approximative suivant^, rigoureuse jusqu'au 
terme de Tord re s^""'^ inclusivement: 

-* I • v'i -* 1.2. W'0 -.« 

I .2... (2m— I XV») _i 
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et cette expression, d'apréa le § 2, se réduit a 

(S) (S) (Sm— 1) 

^l.2.(v/n)* ^l.2.3.(Vnr ^ " l.2...(2m~l)(v/nr-^ 

ou, par hypothése, les quantités a^ sont toutes finies. En développant le 
logarithme de cette expression suivant les puissances de s et en s'arrétant 
au terme de Tord re ä'*'"^ nous trouverons une expression de la forme 

(2) .(8) j(2m-l) 

dans laquelle les quantités Ai seront des fonctions entiéres des quantités 
Ui ne contenant pas n; elles seront donc aussi toutes finies. 

On aura donc, avec un degré d*approximation jusquau terme de 
Tordre 5^""* inclusivement 

En y faisant t = i , 2 , . . . , n et en posant 



AV , ^(2) , 


. + a<') I 


n 




n 


ia , 



,«m— 1 



^(3m-l) , j(«m-l) , , jC»»»-!) 

-^1 -r ^2 -h . . . -h i^w __ Jj|-(2m-l) 

n ' 

on trouve, avec le méme degré d'approximation, 

<-i Ji 2q yjn [y/n) 

oii les quantités Jtf, comme les moyennes arithmétiques des quantités finies 
Al y A^ j . . . , A„, seront aussi toutes finies. On aura donc, avec un degré 
d'approxiiiuitioD jusqu^au tenne de Tordre 5'"^^ 

(2) f^f{x)dx = é">' -" <'"-'-' ' "■ . 



— ao 
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§ 4. Quel que soit w, nous pourrons tirer de cette égalité les valeurs 
de 2 m intégrales 



OD 00 00 



ff(x)dx , fxf{x)dx ,..., fx^'"-^f{x)dx, 



— OD OO 



en arrétant les dévelöppemente des deux membres de cette égalité aux 
termes de Tordre s'"*'"^ 

Dans le cas particmlier de w = oc, Tégalité (2) se réduit a 

f€f'f{x)(Ix = é^', 

puisque les quantités ilf , eonime on a vu, sont toutes finies. En dévelop- 
pant les deux membres de cette égalité suivant les puissances de s et en 
s'arrétant aux termes de Tordre 5""~\ on aura. 



GO 00 A 00 



ff{x)dx 4- * fxf{x)dx + -^ *- fx'f{x)dx + . . . 



——00 —00 —00 



,2fn-l * 



' \ .2 . . ,{2m— \)_J '^ ^ ' 2(y* ' I . 2(2r/*)* ' 



...+ 



^9m-2 



I . 2 . . .(m— l){2q^) 



«\TO-1 » 



et en égalant les coefficients des mémes puissances de 5, nous trouvons 



00 



ff{x)dx = I , fxf{x)dx = o, 



— 00 — OO 



00 



fxV{(r)dx = ^„ fr.»f{,r.)dx = o, 



— 00 •" —00 



00 



,2«i-2x/^\^^ I . 3 • 5 • • • (2m — 3) 



fx'-'f{x)dx = i^ '-^-IT' -^ fx^-V{x)dx = o. 



— 00 ■*■ — OO 



Conime la fonction f{x) qui figure sous le signe T, par sa nature 
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meune, ne pout pas avoir des valeurs luWatives, n<nis coneluons, d'apréft 
le théorénie sur les intégrales cité au § i, que la valeur de Tintégrale 



T" 

ff{x)dx 



— oo 



est comprise entré les limites 



SL 
vä 



-~r. I e (IX -.^z=:^z= j 



— oo 



TT 

Vä 



Jrj 



e-^'-,lr + 3v/3_('!^ - 2»* + 3)^5* »' + O' 



\'7:J 2 i ni. — 3)')Jm — i 



— «• 



lyou, en remarquant que la valeur de la fraction 



3V'3(wi* — 2m + 3)''((/*y' + I) 



2(m — 3f\/m — I 



s 



tend vers zéro lorsque le nombre m augmentc» indéfininient, nous tirons 



r* TT 

»• vä 



/ f{x)(lx — - I e'~''(lx. 



00 X 



En y faisant sucoessiveinent 



4^ i ^2 



nous trouvons les égnlitos 



./ V"./ 



— « — » 

9 






— 00 — oo 
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qiii par la soustraction noiis clonneiit 






/ f(x)(lr - -- / e-''(Jx. 



M., 



Le premier membre de cette égali-té, d'apres I(» §^ 2, représente la pro- 
habilité que la valeiir de la fractioii 

Vi + n^ + . . . 4- Vn 

sera comprise entré les limites — / et — fj et par conséqiient la valeur 
de la f ra c tion 

Vj + ^1 + • ■ + '**n ^/| + ^S + . . . + ^'m 

sera comprise entré les limit^s / et T; en vertu de quoi cette égalité qui 
a lieu pour w = co montre qiie la probabilité que la valeur de la fraction 

w, + v, + . . . + H„ 



sera comprise entré deux limites quelconques t et t', a pour limite lorsque 
n augmente indéfiniment la valeur de Tintégrale 



I' 

I r 



c. Q. F. I). 
Dans le cas de w fini, la probabilité que la fraction 

t^i + n^ + . . . + Un 

^2W +W+ 7.7+ o':>) 

sera comprise entré les limites t et f\ difFérera plus ou raoins de sa valeur 

limite 

t' 
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selon la valeur de n et des (juaiitités 

qui ligurent dans Tégalité (2) et dont les valeiirs, coiuine 011 a vu, dé- 
pendent des valeurs des espéranees niathématiques des différeiites puis- 
sances des quaiitités 

Sans nous arréter ici a la déterinination de la liinite supérieure de 
cette différence pour n assez grand, nous reniarquerons seuleinent que, 
d apres les forniules de notre incinoire mr le (Uveloppement des fonctions 
ä une seule variabf^,^ cette probabilité pour n quelconque sera donnée 
par Texpression 

f 

V^,^ L ^yj2/ \\j2/ J 

t 

dans laquelle les (juantités Äg , if ^ , . . . sont les eoefficients de &•', .s*, . . . 
dans le développement de la fonction 



e 



v n ( V *■)« 



guivant les puissances de 5; et les fonctions 

sont des polynomes qui s'obtiennent par la formule 



■I-M - "^ L • 



^ Bulletin de 1 académie des sciences de S:t Pétersbourg, tome I. 1859. 



317 



ober die darstellung der determinante eines systems 

WELCHES AUS ZWEI ANDBREN COMPONIRT IST 

VON 

K. HENÖEL 

tn BEELIN. 

Au8 den beiden Systemen variabler Elemente: 

(O («m) . (^m) a:l:l:»';:::::) 

denke iriaii sich das dritte System von {mny Elementen: 

80 gebildet, dass den verschiedenen Werthecombinationen von h , k die 
Horizontalreihen, denen von i , I die Verticalreihen entsprechen. 

Eina derartige Composition tritt sehr häufig bei arithmetisch-alge- 
braischen Untcrsuch ungen auf,^ und es ist der Zweck der folgenden Zeilen, 
die Determinante des componirten Systems (2) diirch diejenigen der com- 
ponirenden Systeme auszudrttcken. 

Es seien nun: 

- J^a = \ ^A.t I , A = I f^i,l i J JKö = I (h,i • Kl I 

jene drei Determinanten; man erkénnt dann unmittelbar, dass 7^^ in Bezug 
auf die Elemente beider Systeme von der mw^° Dimension ist, ilnd sie 



* Vgl. z. B. nicinc Arbcit il)ei' GafUinyen, wekhe dureh Composiiwii ans xwei an- 
deren (xaitunyen ettfstehen, Crelles Journal, Bd. 105, pag. 337- 

Aeta mathematica. 14 Imprimé le 81 janvier 1891. 
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karm von vorn herein so geordriet angenoininen werden, dass sie sich auf 
das Glied: 



(3) (^'11 •••^^«.J"(^ll- "f^H,n) 



m 



reducirt, soljald alle Glieder iiiit ungleichen Indices verschwinden. 

Bekaiintlich verschwindet iiuii lJ„f, danii uiid uur danii, wenii die (iwn) 
homogeiien liiiearcii Gleichungeii: 



7» ti 



(4) Zi:,r,,,.«,,,.6,,, =^0 G;};::::;-) 



h-lk 1 



miudestens eine Lösung aiisser der selbstverständlichen Xf^^^ =^ o zulassen. 
Diese Gleichungen lassen sieh aber auf zwei versehiedene Arten durch ein 
System von 2mn lioinogenen linearen Gleiclmngen mit ebenso vielen Un- 
bekannten ersetzen. Setzt man nämlieh: 



n in 



Y —Yr h Y — Hr a (^a,'->.2 m\ 



k~^\ ' • ' A-1 



so ergeben sich ft\r (4) die folgenden beiden äquivalenten Systeme: 



m u 



(5-) Z«,,,x,„, = o, (5^) rr,,,6,,, =^ :x,,„ C'/.=.'.1::::::) 



A«I ' ' ^ ' Å-1 



n m 



(6-) Z^,.,i',,, = o, (6") Z .;,.,«,,,= n,, G.;:i;'v::;:) 



*-l • ' ^ ' A=l 



Ist nun zunächst I>^ . Z>^ von NuU verschieden, so känn den [mn) Glei- 
chungen (5*), da ihre Determinante D^ nicht verschwindet, nur durch 
verschwindende Werthe der Xf,i genttgt werden, und diesen entsprechen 
auch nur verschwindende Werthe der a;^;^, da auch die Determinante i)^ 
der Gleiclmngen (5^) von Null verscliieden ist. In diesem Falle ist also 
D^ft nicht Null. 

Ist dagegen IJa-I^b gleich Null, verschwindet also z. B. Dt,, so er- 
giebt sich aus den Gleichungen (5^) auch dann noch ein System von nicht 
verschwindenden Werthen ftlr die X/^^^j Avenn man alle X^^ gleich Null 
annimmt. Da also in diesem Falle die Gleichungen (5*) und (5^), öder, 
was dasselbe ist, die Gleichungen (4) eine Lösung zulassen, so ergiebt 
sich das V^erschwinden ihrer Determinante JJ^t,, Ist endlich 2>„ gleich Null, 
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>5o er^iobt sirh duroli cUesolben SchlQsj^e dns^^elbe Hosultat fius don (Jlei- 
chungen (6*) und (6^). 

Es ergiebt sich also der folgende Satz: 

Die Determinanto /J^^ des componirten Syj^tems versohwindet 

dann und nur dann, wenn das Product der Determinanten der rom- 

ponirenden Systeme versohwindet. 
Berttcksichtigt man aber, dass die Elemente a,, i und h,^ i unabhangige Va- 
riable sind, so ergiebt sich aus diesem Satze durch bokannte Schlnsse, 
dass Z)„ft mit Z)„ und Df, durch eine Gleichung: 

(7) Da. = cDi . />? 

verbunden ist, in welcher c eine noch zu bestimmende Constante und A 
und /i ganzzahlige Exponenten sind. Setzt man^ hier voraus, dass in 
beidon Systemen allo Elemente verschwinden, deren Indices von einander 
verschieden sind, so ergiebt sich aus der Vergleichung von (7) mit (3): 

c = I, Å = Hj fx =mj 

und man erhalt die wichtige Determinantenrelation: 

\"y ^h,i'"k,i — "A,n ' ^k.i \ • v*,'- 1,2,...,"/ 

Ich bemerke noch, dass Herr Kronecker di^sen Satz schon vor 
lÄngerer Zeit in seinen algebraischen Vorlesungen angeffthrt und ihn durch 
eine elegante Umformung der zu untorsuchenden Determinante mit Htilfe 
des Multiplicationssatzes bewiesen hat. Ferner hat Herr G. Rados (Ma- 
thematisch-naturwissenschaftliche Mittheil ungen aus Ungar n, 
Bd. 4, pag. 268) dieselbe Aufgabe mit H(\lfo der GRASSMANN^schen Theorie 
gelöst. Ich glaubte indessen diese Herleitung angeben zu sollen, da sie 
von den soeben erwJlhnten ganz verschieden und, wie mir scheint, völlig 
elementar ist. 

Berlin den 12. Mai 1889. 
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Ober die classenanzahl 

DER ZU EINER NEGATIVEN DETERMINANTE D=-q GEHÖRIGEN 

EIGENTLICH PRIMITIVEN QUADRATISCHEN FORMEN 

WO q EINE PRIMZAHL VON DER FORM 4n -i- 3 IST 

TO» 

JACOB HÄCKS 

InMUNOHBN. 

Ist <7 elne Primzahl von der Form 4n -f 3, so Ist die Classenanzahl 
h der zu der Determinante D = — q gehörigen eigentlich primitiven qua- 
dratischen Formen gleich dem Oberschuss der Anzahl der zwischen o und 

- liegenden quadratischen Reste von q öber die Anzahl der zwischen o 



und - liegenden quadratischen Nichtreste von q (Dirichlet, 2Milentheorie, 
3. Auflage, p. 265), öder was dasselbe ist, gleich dem Oberschuss der 
Anzahl der unter - liegenden quadratischen Beste von .q öber die An- 
zahl der nber - liegenden quadratischen Reste von q. Bedeutet [x] die 
grösste in einer Zahl x enthaltene ganze Zahl und setzt man 



«»1 



« = 
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SO ist die Anzahl // der öber - liegenden quadratischen Reste von q 

gleich S' — iSj wie sich leicht aus folgendem Satze ergibt: Liegt der 
kleinste positive Rest einer ganzen Zahl x nach dem Modul m unterhalb 

— , so ist ' — — 2 — = o, ist derselbe > — , so ist — — 2 — == i 
2 |mj \m\ =2 ' [mj [m\ 

(Gauss' Werke, Band 2, p. 3). Die Anzahl p der unter - liegenden qua- 
dratischen Reste von q ist demnach gleich ^ S' + 2S, Hieraus 

t 

ergibt sich för h = p — />' der Ausdruck 

(i) h=^—2S' + 4S. 

Einen andern Ausdruck fftr h gewinnt man durch Anwendung eines in den 
Acta mathematica, Bd. 10, p. 18, begrQndeten Satzes, welcher lautet: 
Eine Function y '= f{x) möge mit wachsendem x von x = fi bis 
X = /i' fortwfthrend zunehmen, wo (i und fi' ganze Zahlen bedeuten. 
Perner sei [/"(/i)] = 1^ , [/*(/*')] = ^' und x = F{y) die aus y = f{x) durch 
Umkehrung entstehende Function. Ist alsdann X diejenigc Zahl, welche 
angibt, wie viele unter den Functionswerten /*(/£ + i) , f{/x + 2) , ..., /'{//) 
ganzzahlige Werte haben, so ist 

(2) im?)] + 1[^(«)] = - /IV + /£v + A. 

/» + ! v+1 

Wendet man diose Gleichung auf S an, so kommt 

Es geht dies daraus hervor, dass hier die in (2) mit Å bezeichnete Zahl 

verschwindet, und d«ss — — = ist. In fthnlicher Weise ergibt 

sioh 

u) ^ + l[v/pj-^'-^- 



(Jber die ClasseDanzahl der zu ciner Dogat. Deieroiin. gehörigeo quadrat. Formen. 323 

Setzt Timn die aus (3) und (4) fOr S und 4S\sich ergebenden Werte in 
(i) ein, so wird 

«— 3 q—n 

2 r / — I 



(5) 



+ 2 



t\\/ls\-4y^' 



Ohne Anwendung von Surnnienzeichen geschrieben lautet die Gleichung 



h-i^+ 



(I v^^] + [v/f J + • • ■ + W' 

- 4([V?] + [v/2!/] 



g — 5 g. 
2 2 



) 



+ --+\\/^-7^g 






+ '-- + \V^—7^q 



oder 



(6) 



h='l^ 



+ 2 






+ . 



<I-Z 



(7) 



'•='^-d<-oVi»} 



Da A als Olassenanzahl stets positiv ist, so folgt aus (6) die Ungleichheit 



(8) 



[>/g]-|\/l| + [^ig]--[f] + --- 



2 2 



Wir stellen jetzt fttr Priinzahlen von der Form 4M + i eine ahnliche 
Betrachtung an. Auch fftr Priinzahlen p von der Form ^n + i hat der 



* Herr Geh. Regicruiigs-llat LiPWJiUTZ hat mich vör längcrcr Zoit auf dicsc Um- 
fbrmung aufincrksam gcmacht. 
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Cberschuss p — p' der Aiizahl der unter - liegenden quadratischen Reste 
Ii ber die Anzahl der uber - liegenden quadratischen Reste den Ausdruck 

wo in S und S' statt q ftberall p zu setzen ist. Es gelten jetzt die 
Gleichungen 

^ + ^ [yJ^p] = — 8 — » 



*+i[\/»f]- 



(/> - ir 



Da ftlr Prinizahlen von der Form ^n + i die Diflerenz /> — p' ver- 
schwindet, so ergibt sich 



P-i p-i 



'^+^t[/»l]-'?[Ä]-o, 



und hieraus 



(9) [v/y]-[\/f| + [Ä)-[v/3'j]+-- 

Diese Gleichung hat mit der Ungleichheit (8) eine grosse Ahnlichkeit. 
Fasst man auf der linken Seite immer je zwei aufeinanderfolgende Glieder 
in einen Term zusammen, so hat in (8) jeder Term durchschnittlich einen 
Wert, welcher <^ i ist, wahrend in (9) jeder Term durchschnittlich den 
Wert I hat. 

Die Gleichung (9) behält ihre Gultigkeit auch för solche Zahlen m, 
welche aus lauter verschiedenen Primzahlen von der Form 4» + i zu- 
sammengesétzt sind. Der Beweis ist leicht zu frthren. 

Der Ausdruck (7) fttr die Classenanzahl h känn weiter umgeformt 



Obcr die ClasscDaDzahl der zu ciucr nogat. Dctermin. gehörigcn quadrat. Foriucii. 325 

werden mit Hölfe der im lo. Bände der Acta muthematica p. 19 
aufgestellten Transforinationsgleichung (3), welche unter Beibehaltung der 
in der obigen Gleichung (2) angewandten Notation folgende Gestalt hat: 

+ f(«,) + f(««) + ••• + f(«a)- 

Hier bezeichnet jr (5) eine beliebige Function, ferner sind 5j , 5, , . . . , 6*;^ 
diejenigen ganzzahligen zwischen /i + i und // mit Einschliiss beider 
Grenzen liegenden Argumente, fftr welche die Function y = f[x) einen 

ganzzahligen Wert erhält, und eg ist H\s) =^^^{s). 
Setzt man in dieser Transformationsgleichung 



f(W(^)] = (- o{\/^] 



und bedenkt, dass die Zahl A verschwindet, so ergibt sich leicht 

t (- .)• [\/\s\ + i: i (- .)• - i^ i (- .)■■ 

Da = 2n eine gerade Zahl ist, so ist 



9-8 
2 



Z(-i)' = o, 



also 



^1 7— a r^js-i 

t(-0'|v/^] + ? i: (-•)' = o. 

Deinnach erhält die Classcnanzalil h den Ausdruck 



A = 



3" L 7 J 
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Um fQr 4S" einen andern Ausdruck zu gewinnen, stellen wir fol 
gende Reihen von Gleichungen auf: 



'••'=-[^]* + '''' 



'•''==[^J^ + "«' 



2 



•(^)"= 




Durch Addition dieser Gleichungen erhftlt man 

2Zs'= S'q + Zr,. 
1 1 

Nach einer bekänn ten Formel ist 

1 24 

Bezeichnet man die Summe der Reste (mod g^) niit U, die Summe der 
Nichtreste mit i2', so ist Zr, = R oden == 72', je nachdem q von der 
Form 8n + 7 öder von der Form 8w + 3 ist. Es folgt dies aus dem 
Umstande^l dass die Zahl 2 quadratischer Rest ist von den Primzahlen 
gr = 8n + 7, quadratischer Nichtrest von den Primzahlen gr = 8n + 3. 
Es sei nun zunächst die Primzahl q von der Form 8n -f 7? so ergibt sich 

12 g * 

In ganz derselben Weise findet man (s. Åcta mathematica, Bd. lo^ 

4>- 45) 

g ^ g' — I R 

24 o * 
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Setzt man diese Werte in die Gleichung (l) ein, so komnit 



A = 



q — l 2R 



öder mit Beröcksichtigung der Relation 



ij + K' = 9kzii) 

2 



(lO) h = 



R — R 



Ist q eine Priinzabl von der Form 8n 4- 3> so findet man 

12 3 ' 

g ^ g* - I ^ 

24 gi ' 

2 ? ^ g 

öder 



(ii) A=3 

Die Grleichungen (lo) und (ii) lassen sich vereinigen in die Formel 



(..) *-[-©]^ 



R 



wo (-] das Legendre'sche 2^ichen ist, (Dirichlet, ZaUentheorie, p. 263). 

Aus (12) geht hervor, dass die Summe der Niclitreste grösser ist, als die 
Summe der Reste (ef. Bouniakowsky, Demonstration de quelques proposi- 
tions rdatives ä la fonction numérique E{x)j Bulletin de rAcadomie 
de St. Pétersbourg, tome 28, p. 425). 

Zwischen den Zahlen p und p' einerseits und den Summen R und 
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iJ' andererseita finden sehr einfache Beziehungen statt, ht iiämlicli q 
cine Prirazahl von der Form Sn + 7, so ist 

5' — 25=-, 

# 7 

und da auch 

S' — 2S == f) 

isty so findet man 

R - qp' 

und vermöge der Relation 



if + ij'=='/(!L_i)=y(^ + ^'), 



IX = qp. 

löt q von der Foi*iii 8« + 3, so findet man auf die nftinliche Weise 

2B,' — E —qp, 
2i2 — 72' r= qp'. 
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EINIGE ANWENDUNGEN DER FUNCTION [x] 



VON 

JACOB HÄCKS 

in COBLBNZ. 



Wenn m eine beliebige Zahl ist, so soll die Anzahl derjenigen Zahlen 
aus der Reihe i , 2 , 3 , . . . , w bestimmt werden, welche durch eln von 
der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind. 

Diejenigen Zahlen aus der Reihe von i bis m, welche durch 2' 

teilbar sind, sind offenbar in der Anzahl ~ vorhanden, wo [rr] die 
grösste in x enthaltene ganze Zahl bedeutet, ebenso die durch 3^ teil- 
baren Zahlen in der Anzahl ^ L Die durch 4' teilbaren Zfihlen sind 
in den durch 2* teilbaren Zahlen schon einbegriffen. In der Reihe von 
I bis m gibt es ferner \^A Zahlen, welche durch 5' aufgehen. Wir 
haben also bis jetzt die Anzahl 

Hierbei ist jedoch zu berttcksichtigen, dass diejenigen Zahlen, welche 
bezw. durch 2^ und 3', durch 2' und 5^ durch 3* und 5^ gleichzeitig 
aufgehen, zweiinal mitgezählt worden sind. Es muss also die Zahl 

subtrahiert werden. Es ist jedoch wiederum der Uinstand zu beachten, 
dass diejenigen Zahlen, welche durch 2^,3' und 5' zugleich teilbar sind, 
bis jetzt dreimal additiv und dreimal subtraktiv in Rechnurig gekominen, 

Ada mathemaHea. 14. Imprimé 1« 30 janyler 1891. 42 
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also noch gar nicht' initojerechnet sind. Demnach ist die Zahl — — — 

^ "^ |2^3^5^J 

zu addieren. Durch Fortsetzung dieser Betrachtung ergibt sich, wenn 
man die gesuchte Anzahl mit P^{m) bezeichnet, die Gleichung 

+ Itt] + [^^-[ir?] "^ ■ • ■ + fi^] --t ■ • •• 

Die Nenner sind die Qiiadrate derjenigen Zahlen, welche durch kein von 
der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind, die Einheit fielbst aus- 
geschlossen. Das Vorzeichen eines jeden Gliedes ist ( — lY' \ wo p die 
Anzahl der verschiedenen in dem betreffenden Nenner enthaltenen Prim- 
faktoren bezeichnet. Die Allgemeingttltigkeit der Gleichung (i) beruht 
auf dem bekannten Satze: Wenn A eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 
so ist 

1.2 ' 1.2.3 — ' ^ ^ ' 

welcher aiissagt, dass, wenn man von der Anzahl samtlicher aus X Ele- 
menten gebildeten Unionen die Anzahl samtlicher Amben subtrahiert, 
dann zu der Dififerenz die Anzahl der Ternen positiv, die Anzahl der 
Quaternionen negativ hinzufttgt u. s. w., das Ergebnis dieser Operationen 
die Einheit sein wird. 

Bedeutet allgemein p„(w) die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 
I , 2 , 3 , . . . , m, welche durch eine von der Einheit verschiodene n^ 
Potenz teilbar sind, so ergibt sich gaYiz auf die nämliche Weise 

M ,.(„)„[^.] + [^J + [p]_[j^.],.... . 

Mit Halfe der Gleichung (i) lässt sich jetzt sofort die Anzahl V'\{m) 
derjenigen Zahlen aus der Reihe von i bis m bestimmen, welche nicht 
durch ein von der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind, indem man 
die Anzahl /?.^(tw) von der Zahl m subtrahiert. Es ist also 



(3) .;(.„) = [»]- If. I -[^]-[^] + 1^.1 -fe] 



I . . • • 
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Hier treten als Nenner die Quadrate aller derjeiiigen Zahlen auf, welche 
die Zahl m nicht ftbertreffen und durch kein von der Einheit verschiedenes 
Quadrat teilbar sind. Das Vorzeichen jedes einzelnen Gliedes richtet sich 
iiach der Anzahl der in der Basis des Nenners enthaltenen Primfaktoren; 
ist dieselbe yo, so ist das Vorzeichen ( — i)''. 

An diese Darstellung der Function V'\{in) schliesst sich ein interes- 
santer Satz an. Dividiert man die Zahl m der Reilie nach durch die 
Quadrate der Zahlen 1,2,3,..., [yj^]^ biidet von der in jedem Quoti- 
enten enthaltenen grössten ganzen Zahl die Function ^\ und nifnmt deren 
Summe, so crhält inan wieder die Zahl m. 

Zuni Beweise dieses Satzes ist ein Hftlfssatz erforderlich, welcher sich 
in DiiucHLET^s Vorlesungen ilber ZaUentheorie, p. 28, findet und folgender- 
massen lautet: 



Ist q die grösste in dem Bruche - cnthaltene ganze Zahl und q^ die 



^ 



grösste in ^ enthaltene ganze Zahl, so ist q^ auch die grösste in dem Bruche 

, enthaltene ganze Zahl. In Zeichen: 

al) ^ 



La 



La6j 



Auf Grund dieses Satzes ist man berechtigt, folgende Gieichungen auf- 
zustellen 



w - 1 ™.j - m - 1 ".] - i=j + II]- 1 =j + [^.\ 

^.[j] = iiJ - [?] - fej - [^.] ± ■ ■ ■ 
"'.III -[?]-& i-ii^.i+- 



4- ... 



4^ I ~" 1 .8"' ' "'' ■ ■ ■ 



u,'\ '!^i_r!^i_rj:^ 

A2t,\ ls'J 1 10'. 



H- . . . 



»L36J LeO^""' 
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Die Addition aller dieser Gleichungen ergibt die Richtigkeit des zu be- 
weisenden Satzes 



(4) f'M + r,[^ I + ^I^J + ¥•, 



m 
Tö 






m 



"^ •••"•" *'H[v^rJ~ 



m. 



Zur volUtandigen Begrtlndung dieser Gleichung greifen wir ein beliebiges 
Glied ( — i/ -^fpi — des fttr ^'\{^n) aufgestellten Ausdruckes heraus, 
wo a,Ä,c,... lauter verschiedene Primzahlen bedeuten und p deren 
Anzahl bezeichnet. In dem Ausdrucke fftr ^l'\\ —^ wird die Zahl ~Trn — 
mit dem Vorzeichen ( — i)''"* behaftet sein, desgleichen in dem ^usdrucke 
(Pj TI u. 8. w. In der Gleichung ftlr ^'3 h^ wird das Glied 

vorkommen, ebenso in der Gleichung ftlr ^'^in u- »• ^v., kurz, bei 



m 



Addition der obigen Gleichungen wird die Zahl . , 

\ (X o c « • • 

bindung 



in der Ver- 



'- "'[iWT.K 



,"+ 



I . 2 



"T" • • • 



+ (- O") 



erscheinen, also vollstftndig wegfallen. In gleicher Weise känn man zeigen, 
dass jedes Glied ^^ ^^ ebenso oft mit dem positiven als mit dem 

negativen Vorzeichen erscheinen, also sich gleichfalls wegheben muss. 

Die Gleichung (4) Iftsst sich noch auf einem anderri Wege ableiten, 
und dann umgekehrt aus (4) die Gleichung (3), wir wollen jedoch diese 
Ableitung för die Function ^l^^{ni) machen, welche die Anzahl derjenigen 
Zahlen aus der Reihe von i bis m bezeichnet, die durch keine dritte 
Potenz teilbar sind. 

Die Zahlen i , 2 , 3 , . . . , m mogen in folgender Weise geordnet 
werden. In die erste Reihe schreiben wir diejenigen Zahlen, welche durch 
keine dritte Potenz teilbar sind; die Anzahl dieser Zahlen ist ^^^(^t). In 
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die zweite Reihe gchreiben wir diejenigen Zahlen, welche durch 2', aber 
nicht durch die dritte Potenz einer die Zahl 2 tibertreffenden Zahl teilbar 

sind; ihre Anzahl ist ^^'j r» ^' ®- ^' ^^ entsteht das Schema 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, II, 12, 13, 14, 15, 17, 18,... 
8. 1, 8. 2, 8. 3, 8. 4, 8. 5, 8. 6, 8. 7, 8. 9, 8. 10, 8. II,... 
27. I , 27.2 , 27.3 , 27.4, 27.5, 27.6, 27.7, 27.9,... 

Es leuchtet ein, dass man auf diese Weise alle Zahlen von i bis m 
erhält; denn wenn eine Zahl /x gegeben ist, so gibt eg immer eine dritte 
Potenz, welche die höchste in fi aufgehende dritte Potenz ist. Anderer- 
seits ist es klar, dass keine einzige Zahl in dem vorstehpnden Schema 
zweimal vorkommen känn; denn es ist unmöglich, dass es zwei ver- 
schiedene dritte Potenzen gibt, welche die höchsten in eine und dieselbe 
Zahl /i aufgehenden dritten Potenzen sind. Nun ist die Anzahl der 
Gliedcr der ersten Horizontalreihe gleich ^^^(wj), die Anzahl der Glieder 

der zweiten Horizontalreihe gleich ^'aKi L u. s. w., die Anzahl aller 

Glieder ist m; es entsteht also die Gleichung 



(5) nw + np.] + r.[=;] + . . . + r.[j^.] . 



m. 



Stellt man diese Gleichung fOr die Zahlen m , ^ , !!^ , !!i , ^ , ... 

auf, multipliziert in geeigneter Weise mit der positiven öder negativen 
Einheit und addiert, so ergibt sich eine Darstellung der Function V'',(tw) 



^;('«) + V';[^.] + *;[^.] + (f;[^J + y';[^] + y^,[^.J + 



= m 



-»■.[?.]-*.[?]-».[?]- =-[?] 

_ IF ["Hi \—r\-\— - — f- 1 

-^m- — [rJ 

+ «■■.[?•] + = H 
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Durch Addition dicser Gleiclninfi^eii er«:ibt sicli 



(6) 



n(«o-.«-['^J-[?J-|]Vl + [,^. 



+ . .. 



Die zur Begrttndung der Gleichungen (5) uiid (6) angewandten Schlrtssc 
sind dcrart dass sie sich sofort verallgcnieiiierii lassen. Bezeichnet dein- 
nach V^\{ni) die Anzalil derjenigen Zahlen aus der Reihe 1,2,3,. 9^9 
welche durch keine von der Einheit verschiedene w^® Potenz teilbar sind, 
80 gelten die Gleichungen 



(7) 



(8) 



3" 



ni. 



+ 'M^J+---- --^'«' 



I - J 



»»\ j 2»» I 3'*) Ls^J L^"* I "~ 



• • • 



Natttrlich lässt sich die letzte Gleichung auch aus (2) ableiten. 

Vielleiclit verdient der Uinstand erwähnt zu werden, dass kein ein- 
ziges Moment des obigen Beweisverfahrens die Annahine n = i unniög- 
lich inacht. Bedeutet V''i(w) die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 
von 1 bis My welche durch keine von der Einlieit verschiedene erste 
Potenz, d. h. durch keine von der Einheit verschiedene ganze Zahl auf- 

gehen, so ist offenbar ^l'\{ni) = 1 , V' I — =^ 1 , . . . , und die Gleichung 

(7) geht fQr n = i in m = m ttber; aus der Gleichung (8) hingegen 
fliesst der Satz 



(9) 



m 



tn I f ^' I [ ^^ 



+ 



m 

6 






Diese nierkwftrdige Gleichung kaini nian auch auf folgende Art beweisen. 
Man denke sich die Zahl m in m Einheiten zerlegt und dieselben mit 
fortlaufenden Zeigern versehen, so dass die letzte Einheit den Zeiger in 
hat. Sodann entferne nian diejenigen Einheiten, deren Zeiger gerade sind, 
dann diejenigen, deren Zeiger durch 3, durch 5, durch 7 , . . . teilbar 
sind. Darauf fftge man diejenigen Einheiten, deren Zeiger durch 6 = 2.3, 



' Die Gleichungen (l), (3), (S) ^ (^)t ''owie dcrcn Bcweise bind ciner Vorlesung 
des Herrn Professor Lipscuitz entnomuien. 
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durch lo, durch 14, diirch 15,... teilbar sind, wieder hinzu. Hierauf 
streiche inan wieder diejenigen Einheiten, deren Zeiger durch 30=2.3.5 
teilbar sind, u. s. w., u. s. w. Es folgt dann ans einem schon inehrfach 
benutzten Satze, dass nur die erste Einheit ttbrig geblieben ist, und dass 
mithin Gleichung (9) zu Jlecht besteht. Der Kern dieses zweiten Be- 
weises ist, wie inan sieht, von dem des ersten Beweises nicht verschieden. 
Die Gleichung (3) lässt sich zu einem Beweise des Satzes verwerten, 
dass die Anzahl der Primzahlen jede Grenze tlbersteigt. Aus (3) folgt, 
wie man leicht sieht, die Ungleichheit 



... , v rwi I ^ fm\ m \m ] 



oder bei Anwendung des Summenzeichens 



y,(«o>«»-5:[",| 



wo p die Reihe der nicht ftber m gelegenen Primzahlen durchläuft. 
Nun ist 



«=sQO 

i:[p]<'"i^.<-i:^' 



al so 



CO 



¥'»>«'( I -2:^,)' 



oder da 



ist, 



00 „ 

7"" 6" 
1 



v;(«0>'«(2-^) 



La?st man jetzt w fiber jedes Mäss hinaus wachsen, so nimmt auch 

TT* 

V^^{'m) oinen boliebig grossen Wert an, da der Faktor 2 — -^ ^inen po- 
sitiven ondlichon Wert hat. ^''^(w?) ist aber die Anzahl aller diejenigen 
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Zahlen aus der Reihe i , 2 , 3 , . . . , m, welche entweder selbst Pri in- 
zahlen öder aus lauter verschiedenen Primzahlen zusamrnengesetzt sind. 
Diese Anzahl wächst also mit wachsendem m Qber jedes Mäss hinaus. 
Hieraus folgt, dass auch die Anzahl der Primzahlen jedes Mäss ftber- 
steigt; denii aus einer endlichen Anzahl von Elementen lassen sich nicht 
beliebig viele Combinationen ohne Wiederholung bilden. 



OO'^ 
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BEITRÄGE ZUR AUSDEHNUNG DER FUCHS'SCHEN .THEORIE 

DER LINEAREN DIFFERENTIALG LEICHUNGEN AUF EIN SYSTEM 

LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

I. HORN 

in FREIBV^RO i. B. 



In einer iin zwölften Bände dieser Zeitschrift erschienenon Abhand- 
lung liber ein System Unearer partieller DlfferentialgJeiclmnffen besclwiftigte 
ich mich init der functionentheoretischen Untersuclmng der Integrale 
eines Systems Unearer partieller Differentialgleich ungen 

o Z f j cZ 1 qZ 

d*Z ^ dZ dz 

dl/ . ^ d.C ^ dl/ 

dessen Coefficienten a y b , c rationale Functionen von x , y von solcher 
Beschatfenheit sind, dass die drei Differentialgleichungen (i) drei linear 
unabhängige Integrale geniein haben.^ Es stellte sich damals schon her- 
aus, dass die Integrale eines solchen Differentialgleichungensysteins ähn- 
liche Eigenschaften besitzen, wie die von .Herrn Fuchs (Crelles Journal, 
Bd. 66, 68 ff.) untersuchten Integrale einer gewöhnlichen linearen lioino- 
genen Differentialgleichung; wenn sich auch meine frttheren Entwicklungen 
nicht iiber die Anfänge hinaus erstreckten, so ist daraus doch so viel 

* Die hiersu erforderlichon Bediogaogen sind ktlnftig immer als crfullt vorausgesctzt, 
auch wo es nicht besondcrs erwähnt wird. 

Aeta inathtmatica. 14. Imprimé le 18 Avril 1R9I.' ^g 
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zu ersehen, dass man die fiinctionentheoretische Integration der Systeme 
linearer partieller Differentialgleichungen mit einer endlichen Anzahl li- 
near unabhänjriorer Intecrrale, sowie auch der damit im Zusammenhansc 
stehenden Systeme totaler linearer Differentialgleichungen von der Form 

(2) • 

mit Aussicht auf Erfolg unternehmen känn. 

In meiner Habilitationsschrift ^ habe ich die Acta mathematica, 
nd. 12, begonnenen Untersuchungen weiter geföhrt; ich will hier einige 
Entwicklungen, welche als Ergänzung der fröheren in dieser Zcitschrift 
erschienenen Abhandlung dienen können, auszugsweise mittheilen, wahrend 
ich hinsichtlich der genaueren Ausftihrung, sowie hinsichtlich anderer 
Fragen, auf die erwHhnte Schrift verweise. 

Im dritten Abschnitt der fröheren Arbeit habe ich das Differential- 
gleichungensystem 

behandelt, dessen Coefficienten A y B , C in der Umgebung der Stelk 
(a, b) des singulären Gebildes jr=o — <f{^jy) 'st eine irreductible ganze 
Function — in Potenzreihen entwickelbar sind; dieses System besitzt die 
Eigenschaft, dass sich seine sJlmmtlichen Integrale an dem singulären Ge- 
bilde jr = o regulär verhalten, es ist aber nicht das allgemeinste System, 
welchem diese Eigenschaft zukommt. Wenn wir der Kttrze halber ein 
solches Differentialgleichungensystem reguUlr an dem singulären GebiWe 
(p = o nennen, so bietet sich die Aufgabe dar, das allgemeinste reguläre 
System (i) aufmsuchen. Man känn demselben jedenfalls die Form 

* I •hrr Sijsic)N4' linearer Differentwliflpiclnmgcn mit tHehrrrru Veränderli4'heu. Flabi- 
litationsschrift der Univer.-tität Freibnrg i. B. Berlin, Mayer & Muller, 1 890. 
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« 

gebeii, woriii die Coefficienten A y B j C Potenzreihen von x — a , y — b 

m 

sind, welche nicht sämmtlich durch jr theilbar sind, während h eine ganze 
positive Zahl darstellt. Die Grössen 

z dz dz 

'^o = ^ ' ^i ^Vx' ^^ ^ dii 

genOgen einem System totaler Differentialgleichungen 

Ä = iAo^O+ Al^l + ^02^^^ + (^00-2^0+ ^01^1+ ^02^J^y^ 
JT^^V/^^ = (^20'2^0+ ^21^1+ -^.a^J^'-'^ + (^20-2^0+ ^21^1+ ^a.O^y» 

dessen Coefficienten die Werthe 

d<p dip 

haben und folglich Potenzreihen von x — a ^y — b sind. Das Differen- 
tialgleichungensystem (5) besitzt unter Voraussetzung der Regularität ein 
Fundamentalsystem 

y" _. . (^V"r" y" //»''V"' ^" — (rV t" 

^0 — y^ '»o j ^1 — r ^i > -^3 — y vj 

von solcher Beschaffenheit, dass bei geeigneter Bestimnxiing der Expo- 
nenten p^j p\ I>" weder sämmtliche C einer Reihe noch sämmtliehe Ceiner 
Colonne durch fr theilbar sind. Setzt man in (5) 
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so folgt aus den Differentuilgleichungen fttr C nach eiiiigen a. a. O. aus- 
geftthrten Betrachtungen, dass alle aus den Grössen 

A i A 

^^^ E Ii Ti 



^20 ' ^21 J ^ 



22 



gebildeten Deterininanten zweiten Grades durch jp* theilbar sind. Man 
känn daher drei ganze Functionen x , A , /z so bestimnien, dass die durch 
die Gleichungen 

(8) 

,iB,,— XB,,= <f'B,, xB^.^—[xB,,^(f'B\, XB,—xB,,= if'B\\ 

,iB,-XB,, = ip'B,, xB,—,xB,, = f'B:,, KU,,- xB,,= if'B- 

neu definirten Grössen in Potenzreihen von x — a , v/ — b entwickelbar 
sind. Fttr 

\ = ^0^ ^l = ^P ^2 = ^ 

erhält nian ein Differentialgleichungensysteni 

(9) frfi;, = {P^^v, + P,,i;, + P,,v,)dx + ((?,,t;, + (;),,!;, + Q,,v,)dy, 

^<K = (^20^0 + Al^ + ^22^2)^'-'^ + (^20^^6 + ^21^^ + Q,,^,)dV^ 

dessen Coefficienten P,Q einfache Vcrbindungen der A^B sind, und 
zwar ergeben sich ^ die Coettlcienten der beiden ersten Zeilen als Potenz- 
reihen von x — a,y — b, während man fttr P^, , P^^ , P^^ ; Q^, , (),^ , Q^^ 

Ausdrttcke von der Form ^ ~ ^ [^ """ — erhält. Einc weitere Betrachtung, 

Da X , /Å nicht beide durch (p theilbar sein können, so sctzcn wir fi als nicht 
dirch <p theilbar voraus. 
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die wir wieder unterdröcken wollen, ergiebt, dass untcr den geinachten 
Voraussetzungen auch sämmtliclie Coefficienten der letzten Difterential- 
gleiehung (9) Potenzreihen sein intkssen. Mit Rttcksicht auf die Ausdrftcke 
flir diese Coefficienten findet man, dass auch die diirch die Gleichungen 

(10) U,, +ixA,,^f'L„ A2?,, +/iB„ =f.*Af„ 

XA^ + liA. =/iL, — AL,= jp*i/ — x(/i^<„— A^,,) + ff(A^ — ^y, 

XA\ + iiA:^ = xL, —fiL^ = f*-^' — x{xA^, — Hoo) + f (/^ii~ '^tx)' 
XA[' + ,xA',' = XL, -xL, = jrV."- x{XA,, - xAJ + ^{x f^ - X~), 

AB;' +/ii?;' = AM,-xilf, =f*ilf"-x(AB,,-xB.,) + jr(x^^- A^j 

definirten Grössen J>^ , M^ , . . . ; L , 3f , ... in Potenzreihen von x — a,j/ — b 
entwickelbar sind. Sind nun aber die durch (8), (10), (11) definirten 
Functionen in Potenzreihen entwickelbar, so sind es auch die Coefficienten 
säinintlicher Gleichungen (9), das System (9) ist an dem singulären Ge- 
bilde ^ = o regulär, und folglich auch das System (5). 

Wollen wir nun ans den ftlr die Regularität des Systems (5) ge- 
fundenen Bedingungen die Regularitätsbedingungen des Systems (4) ab- 
leiten, so haben wir zwei Fälle zu unterscheiden : 

I. die Grössen 

(12) B, , B„ 

sind nicht sämmtlich durch jr theilbar; 
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II. alle Potenzreihen (12) sind durch (f theilbar, wahrend -4^ , Z?^, , C7^ 
nicht gleichzeitig durch (p theilbar sind. 

Im Falle I. setzen^wir in die Regularitatebedingungen (8), (10), (11) 
die Ausdrftcke (6) ein und ändern die Bezeichnung etwas ab; nanientlich 
ersetzen wir x durch x(p. Im Falle II. sind alle Coeflficienten der beiden* 
letzten Differentialgleichungen (5) durch ip theilbar, so dass der Exponent 
A uin 1 erniedrigt werden känn; ersetzen wir -4^ , -4^ ; jB, , iJ^ ; C\ , C^ 
bezw. durch ipA^ , ipA^ ; tpB^ , ipB^ ; if(J^ , ipG^^ so geht in diesem Falle das 
System (5) ttber in 

(p\h^ = (J,^, + A^z, + A^z,)dx + {B^z^ + B,z^ + B^z^)dy, 
,<p'dz, = {B,z, + B,z, + B,z,)dx + {C\z, + C^z, + G,z,)dy, 

wofttr wir in der oben angegebenen Weise die Regularitätsbedingungen 
bilden. 

Jedes reguläre System (i) hat eine der beiden folgenden Formen: 



• '^« 



% 

die Cöefficientefi A , B , C sind in der Umgebung der Stéllen (a , h) des 
singulären GebUdes ^ — o Potenzreihen; keine der Grössen (12) ist durch 
ip theilbar; es lassen sich ganze Functionen x , Å ^ /jl so bestimmen^ dass alle 
durch die Gleichungen 

fxA,—XA, = ip'A, xA, —fiA, = jr^-U', ÅA,—xA, = <p'-'A% 
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(15) U, + fiB, = if'^L\, XB, + ix(\ = jf*3f„ 

XA, + /jlB, = f »L„ XB, + /iC; = f^M,, 

m 

XA + /iB = /zL, — >iL, = jr*7v + jr^^^— /i?^— x/u), 



(16) 



• AZ? + /iC =/.M, - XM, ^ ^r^M + ^r^xf^-f^f^ + xx), . 
definirten Functionen Potenzreihen von x — a , y — h sind; 

(.7) »'"' 1^, = ^'^ + f-'^' s + ^«. r. ' 

rfte Coefficienten A , D , C sind Potenzreihen von x — a , y — b; A^, B^, C^ 
sind nicht summtlich durch <p theilbar; es existiren drei ganze Functionen 
X , X , fl von soJcher Beschaffenheit, d((ss sämmtliche durch die Gleichungen 

/iA^ — XA, = ■<f''-'A , xA, — iiA^ = f"-'^', XA^ — xA, = jr*-U", 

(18) /iB, — XB, = jr*-'^, xB, -- /iB, = ^'*-'B', XB, — xB, = ^'-'B", 

fxC\ - AC; = jf'»-'C, xC\ —fiC, = jr*-'6", XC, — xC\ = jr*-'C", 
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orn. 



(19) U, + /iB, = ^'*->/v,, AB, + fiC\ = f*-'3/„ 

ÅA, + //B, = f'* -'X,, AB, + /A = 9^'-'^,, 



U 



+ /iB =/.L. - XL, = f'*-L + ^.(^x'£-j,f-^-.,f,, 



A^"+ /xB"= XL, - xL, = jr-i"+ jr(;c'^- A^-'^) + x'+ ;rA?f , 
(20) 

.XB + /£C' =/iJ^/ - A3f, = jf- 'i»f + F(A|;-/i^^^) + xA, • 

XB"+ /iC"'= AM,- xilf, =fr*-»J»f"+ ^(^'7,- >^f) + x-lgj 

definirten Functionen in Potemreihen entwickelbar sind, 

Die Systenie I. und II. 5iw^? imter den angegehenen Bedingimgen tvirk- 
lich regulär. 

Wir wollen die Fälle I. und II. als Systeme erster und zweiter 
Gattung bezeichnen. Wir sehen nun auch, dass das frulier behandeltc 
System (3) das einfachste System II. Gattung ist, welches dem Werte 
Ä=i entspricht; die Bedingungen (18),. (19), (20) sind in diesem beson- 
deren Falle von selbst erfiUlt. Das zu dem Werthe h- i gehörige System 
I. Gattung hat die Form 

(21) ^,«!!i._..R, + r'- + b,??, 

' av* *^ * ^ a.ir ' 2 av 
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sowohl die Coefficienten A , B y C iils auch sämintliche in den Gleichungen^ 

''. g + ». I - ^"^ 

''. z + «•■. i^ - ^^' 

^.if-«.if-^^- «. I - <-■• g - ^*f.. 

dy dx ' ^ dx * ^dy ^ ' 

dy dx * a.c ' ' ay ^ 

enthaltenen Grössen sind Potenzreihen. 

Will man die Form der Integrale der Systeme I. und II. genauer unter- 
sucken, so beachtet man, dass dieselben in Systeme von der Form (9), 
welche Potenzreihen zu Coefficienten haben, t\bergeföhrt werden können. 
Zu den im zweiten Abschnitt der fröheren Arbeit tiber totale Differential- 
gleiehungensysteme enthaltenen Entwicklungen ist eine wichtige Ergftnzung 
hinzuzufttgen. Ist p der Exponent einer regulftren Lösung 



* Diese GleichuDgen folgen aus (14), (15)) ('^) ^^^ RUcksicht auf die fä t* Systeme 
I. GattUDg stets geltende Bezichuog 

/I -^ + /i -^ = O, mod <p^ . 
dx ^ dy ^ 

Åeta ^nathtmoHea. U. Imprimé le 21 »Tril 1891. 44 
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des Systems der DifFerentialgleichungen 

<fih^ = {Å^^z^ + .4„£f, + y<,,2,)rfa: + (5,,^„ + B,,^, + B,^z^)d,/, 

dereii Coefficienten Potenzreihen von x — a , y — b sind, so sieht man aus 
den Differentialgleichungen för C» dass alle atis je drei der sechs ZeJlen 



(-M) 



Ao .P 


df 

dx 




A. ' 




^02' 


^,. 










^12? 


-^so 






A, • 


^•2^ 


9/^ 








5». ' 




^0 2» 

• 


- ^.0 






^n .:;. 




^H» 


B,o 






5» ' 


B3, 


9m 



gebildeten Determinanten durch ^ theilbär sein mtissen. Es sind nun 
drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem sämmtliche aus (24) gebildeten 
Congruenzen drei Wurzeln p (verschiedene öder zusainraenfallende), zwei 
Wurzeln p öder nur eine Wurzel p geniein haben, öder, was dasselbe 
ist, je nachdem alle Elemente öder alle Determinanten zweiten Grades 
öder nur die Determinante dritten Grades des Systems 



(25) 



A 3f 7^ 3f 

»« dij «« dx ' 


A 9f Ji »f 

^0. ay ^^^ sx ' 


A H 

^•■^ a./ 


•^»»a,r' 


A ^f jy H 


A ^V jy H 

^"a.v '*"a;e' 


A ^^ 


^^1 » a.c ' 


"*'* 3// "•"> dx ' 


A ^f jy H 




^»' ar ' 



(lurch (f theilbär ist. Hiernach unterscheiden wir Systeme (23) von der 
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ersten, zweiten und dritten Ärt. Die gewöhnliche Form eines Fundamen- 
talsysteras ist in den drei Fallen bezw. 



(26) 



a) ^? = jf'"^, 



b) 



4 = f'C, 



Jl 



^'••C", 



c) z\ = fC, 



wobei ^, ^' , C/' Potenzreihen von a; — a , y — ft sind.^ 

Um ftber die Form der Integrale der aufgestellten regulären par- 
tiellen Systenie Aufschluss zu erhalten, denken wir uns dieselben in der 
oben angegebenen Weise in totale Systeine (9) ttbergeftthrt; wir linden so, 
dass das System (9) von der ersten öder zweiten Art ist, wenn es aus 
eineni partiellen System I. Gattung, von der zweiten öder dritten * Art, 
wenn es aus einem partiellen System IL Gattung fftr A= i, und von der 
dritten Art, wenn es aus einem partiellen System II. Gattung fQr A > i 
hervorgeht. Aus der Beschaffenheit des totalen Systems (9) folgt aber 
die Form der Integrale des regulftren partiellen Systems; die betreflFenden 
Sätze känn man so . aussprechen, dass das beim Beweise benutzte System 
(9) in ihrem Ausdruck nicht mehr vorkommt. 

Es sind somit alle an dem singulären Gebilde jr = o regulären Sy- 
steme linearer partieller Difterentialgleichungen von der Form (i) auf- 
gestellt, und man kennt die Form ihrer Integrale in der Umgebung 
solcher Stellen des singulRren Gebildes (f = o, durch welche nicht noch 
andere singuläre Gebilde gehen. ^ 

Rehbach (Hessen), 15. November 1889. 



^ A. a. O. ist die Form der Integrale in allén Fallen untersucht. Unter anderm 
ergiebt sich^ dass bei cincin System der dritten Art nie Logarithmen in den Integralen 
auftreten, während bei der zweiten Art log ^ höchstens in der ejrsten Potenz, bei der 
ersten Art möglichcrwcise auch in der zweiten Potenz vorkommcn känn. 

^ In meincr Arboit Acta mathematica, Bd. 12, muss nämlioh der 8. iS^unten 
beginnende Absatz unterdrtlckt werden. 

^ Im letztcu Paragraphen meincr Habilitationsschrift finden sich noch cinigc Er- 
örteruugcn ttbcr die Form der Integrale in der Umgebung der Schnittstellen zweier sin- 
gulärer Gebilde. 
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SUR LES ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE 

POUR LES CORPS EN MOUVEMENT 

PAB 

H. HERTZ 

k BONN. 

(Traduit de rallemand des Annales de Wiedemann.*) 



J'ai publié récemment^ une exposition des phénoménes électromagné- 
tiques dans les corps en repos. Elle colncide dans le fond avoc la théorie 
de Maxwell, mais pour la forme, elle arrive a un ordre systématique 
meilleur. J'admettais des le commencement ce principe sévérement re- 
speeté: La force éleetrique et inagnétiqae en chaque point correspond ä 
un état particulier du inilieu qui sy trouve, les causes qui déterniinent 
cet état et ses variations doivent étre cherchées seulement dans le voisinage 
immédiat, a Texclusion de toute action a distance. Je supposais de plus 
que l'état éleetrique et niagnétique est déterminé en chaque point par 
une seule grandeur dirigée et j'ai montré que cette restriction n'exclut 
de notre étude que des phénoménes d'une importance secondaire. L'in- 
troduction du potentiel dans les équations fondanientales était évitée. 

Reste a savoir si Tobservation stricte des mémes principes et de la 
méme restriction permet d'étendre la théorie aux corps en mouvement. 
Observons d'abord quen parlant des corps en mouvement nous n'en- 
tendons ordinairement que le mouvement de la matiére pondérable. Mais 
les mouvements simultanés de Téther ne sauraient étre sans influence, 
et sur cette influence nous* n'avons aucune donnée. D'aprés cela il est 
bien entendu que sans Tintroduction d'une hypothése arbitraire sur le 
mouvement de Téther, la question proposée ne peut pas étre traitée 

* t. 41, 1890. 

* H. Hertz, WicdemanDS Ann al en, p. 577- 1890. 

Aeta mathematiea. 14. Imprimé le 21 »Tril 1891. 
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pour le moment. II faut avoiier de plus que les quelques indications 
que Ton a sur le mouvement de Téther nous font présumer qu*a la 
question posée en toute rigueur on doive répondre par la negative. 
Il parait résulter de ces indications que Téther se meut dans Tintérieur 
de la matiére pondérable, indépendamment de celle-ci; il est méme 
presque impossible d^éviter cette hypothése, en considération du fait qu'on 
ne peut enlever Téther d'un espace clos. Si donc nous voulons adapter 
notre théorie aux idées les plus vraisemblables, nous devons considérer en 
chaque point de Tespacc les états électromagnétiques de Téther et de la ma- 
tiére comme indépendants. Les phénoménes électromagnétiques appartien- 
nent alors a la classe de ceux qu'on ne peut pas traiter sans Tintroduction 
de deux grandeurs dirigées pour chacun des états électrique et dynamique. 

Il en est autrement si nous nous limitons au cercle des phénoménes 
électromagnétiques proprement dits et qui se prétent aux observations 
exactes. Parmi les phénoménes ainsi restreints, il ne 8'en trouve pas qui 
nous oblige ä donner a Téther un mouvement indépendant de celui du 
corps qui le renferme; cela résultc bien de la circonstance que cette 
classe de phénoménes ne fournit pas de donnée sur la grandeur du dé- 
placement réciproque de Téther et du corps. Ainsi les phénoménes élec- 
triques et magnétiques proprement dits peuvent se traiter avec cette no- 
tion qu un tel déplacement n^existe pas, et que Téther supposé dans la 
matiére pondérable se meut avec celui-ci. Cette notion permet de ne 
considérer en chaque point de Tespace que les états d'un milieu unique, 
elle permet donc de répondre affirmativement ä la question posée. Nous 
Tadoptons pour le present mémoire. Si la théorie reconstruite sur ces 
principes ne posséde pas Tavantage de donner la réponse exacte ou méme 
une réponse déterminée a toute question, elle donne du moins pour cha- 
cune des réponses possibles, c'est a dire qui ne sont en contradiction, ni 
avec les phénoménes observés dans les corps en mouvement, ni avec les 
principes empruntés a la théorie des corps en repos. 

Ainsi, d'aprcs nos hypothéses, il y a lieu d'attribuer a chaque point 
de Tespace une vitesse déterminée unique. Ses composantes a,y9, /^ seront 
supposées iinies et continues d'un point a un autre. Nous admettons 
aussi, il est vrai, des variations discontinues, mais nous traitons ce cas 
comme la limite d'une variation continue tres rapide. En outre nous 
assujettissons toute discontinuité possible ä la restriction que celle-ci ne 
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conduise pas a la formation d'uii espace vide, et cette condition équivaut 

a dire que les 3 dérivées x 5 3^ > t^ restent finies. Si en un point se 

trouve de la matiére palpable, nous empruntons a celle-ci les valeurs 
des a , p , Y\ dans le cas contraire, nous pouvons attribuer aux a . ^ ^ y 
toute valeur arbitraire coinpatible avec les mouvements donnés a la li- 
mite de Tespace dénué de matiéré ponderable, et d'un egal ordre 'de 
grandeur. Nous pouvons par exeniple mettre pour a , /i , jf les valeurs 
qui se trouveraient dans Téther si celui-ci se dépla9ait comme un gaz 
arbitrairement choisi. Pour le reste, toutes les notations du travail men- 
tionné plus haut conserveront ici la méine signification. Nous désignons 
donc par L , M , N les cornposantes do la force magnétique, par X, F, Z 
celles de la force électrique, par £ , 91c , 9^ celles de la polarisation 
magnétique, par 2€ , QJ , S celles de la polarisation électrique, par u , v j w 
les composantes du courant électrique. Nous rappelons encore que les 
grandeurs £ , Slt , 9L , 9C , %*, S , w , 1; , ?i; sont des fonctions linéaires des 
composantes des forces, savoir: 

(a) m. ^ fi^.L + /i,^M + fi^.N, (b) ^^-=^,,X+s,,Y+e,,Z, 

ti ^ /,,(x- X') + /,,(r- n + x,,{z- z% 

(c) v ^- x,,[X - x) + KÅ^- n + KÅ^^- ^0' 
w ^. /,,(x- X) + K^y- y) + KÅ^^- n 

Les constantes /i , s , A sont respectivement les constantes de magnétisation, 
les constantes diélectriques et les conductibilités; X', P, Z' sont les com- 
posantes de la force électromotrice. En chaque point des corps, toutes 
ces grandeurs doivent étre considérées comme des propriétés caractéri- 
stiques du milieu. I^énergie magnétique de Tunité de volume était égale 

k _^L(2L + STtiJf + ?ZN\ rénergie électrique a ^(9CX + ^Y + £Z); 

la somme de ces deux expressions formait Ténergio totale de Tunité de 
volutne. Nous rappelons en outre que la suite des étati? électromagné- 
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tiques dans les corps fixes était déterminée par la condition que, sans 
cesse et en tous les points de Tespace infini, ils satisfassent aux équations: 



d2 
di 



dy 



, ,, . d€ni dX 



ilY 

dz'' 

dx 



d^ _ dM dN 
dt dz dy 

fH/ dN dL 



i\7rAu, 



, . . a~n aiy au . 



dt 



dx 



dz 



d€fl __ dY dX 
dt dx dy 



d% _dL _dM _ 
dt dy dx 



Dans tout cela, nous nous contentions de voir dans la force électrique et 
la force magnétique un moyen pour marquer des états particuliers de la 
matiére en repos. De méme, dans le present travail, ces grandeurs seront 
adoptées pour définir les mémes états de la matiére inobile. Ici coinme 
dans inon premier mémoire, les polarisations électrique et magnétique ne 
seront regardées que comme un second moyen équivalent de définir ces 
états. De méme les lignes de force qui, par leur densité et leurs di- 
rection, représentent les polarisations, n'auront aucune autre signification. 



1. ExtenHan des équfUimis fandatnentales aux corps mobUes. 

D'apré8 les équations (d), en chaque point d'un corps fixe, la varia- 
tion de retat magnétique avec le temps est exclusivement déterminée par 
la distribution de la force électrique dans le voisinage du point. Dans 
un corps mobile, a cette variation s'en ajoute a tout instant une deuxiéme; 
elle provient de la deformation que le mouvement fait éprouver au voi- 
sinage du point considéré. Nous admettons encore que Tinfluence du 
mouvement, considéré seul, est d'entrainer avec la matiére les lignes de 
force magnétiques. Pour mieux préciser cette hypothése principale, imagi- 
nons qu'a un instant donné Tétat magnétique de la substiince soit repré- 
senté par un systeme de lignes de force; des lors. a tous les instants sui- 
vants, un systeme de lignes appliquées aux mémes points matériels et 
considérées comme des lignes de forces, représenterait encore Tétat mag- 
nétique, si l'influence seule du mouvement entrait en compte. Uénoncé 
correspondant s'applique aux variations que le mouvement fait éprouver a 
la polarisation électrique. Ces énoncés suffisent pour étendre aux corps mo- 
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biles la théorie développée pour les corps fixes; évideinment ilssonten cori- 
cordance avec nos principes et on vcrra qu*ils coraprennent les faits observés. 
Pour mettre notre hypothése en formule, considérons pendant le teinps 
dt un element de surface qui soit paralléle au plan yz a Torigine de 
rélément de temps considéré, et entrainc dans le mouvement de la ma- 
tiére. Nous donnons aux lignes de force magnétiques une densité telle 
que, au commencement du temps dt j la surface considérée soit traversée 
par le nombre £ de celles-ci. Partout et toujours, on doit donc appeler 
£ , 91t , ?)Z le nombre des lignes de force qui traversent une portion 
égale de surface paralléle aux plans yz,zx^xy. Le nombre des lignes 
de force qui traversent Vélément considéré change pour des causes di- 
verses. Nous allons examiner séparément la part que fournit chacune 
d'elles. D'abord, si on imagine que Télément de surface soit fixe, la 

variation est -tt^'^? jr désignant la vitosse de variation de £ en un point 

fixe par rapport a notre systéme de coordonnées. En second lieu Télé- 
ment de surface est emporté avec la vitesse or , y5 , /^ vers un lieu o\\ 
domine une autre valeur de £; de ce fait la variation monte a 



( d^ . ^d^ . d^\j. 



En troisiéme lieu, Télément tourne avec la vitesse -7- autour de Taxe z 

dy 

et avec la vitesse -j- autour de Taxe y; des lignes de force qui étaient 
primitivement paralléles ä son plan viendront le traverser: la part due 
a cette cause est — f91t-|^ + ®^ y-)^'^- Enfin Tairc de Télément aug- 

d/i d^' y 

mente avec la vitesse -7- + ,- ^t P^^i' ^^ ^g nombre considéré croit de 

dy dz ^ 

/dB d"'\ 

£( j- + j-)dt. Si les parts énumérées sont toutes égales a zéro, le nombre 

considéré ne peut pas varier; nous avons donc épuisé les causes de va- 
riation et comme toutes les parts sont tres petites, leur somme répond a la 
variation totale. Mais nous pouvons partager celle-ci en parties qui ont une 
signification plus physique: la partie que produirait seul Tétat present des 
forces électriqiies dans le voisinage, et la partio due au mouvement seul. 
La premiére est, d*aprés les lois relatives aux conducteurs fixes, égale ä 

Jeta mathåmatica. U. Imprimé le 21 avril 1891. 45 



354 



H. Hertz. 



■j(- -j—\dt] la derniére est nulle d' apres Tassertion apportée au debut 

de 08 paragraphe; la premiére seule représente donc bien la variation 
totale. Egalons les 2 expressions trouvées pour la variation totale, di- 
visons par di^ multiplions par Aj ajoutons et retranchons Texpression 

a-^ h ^^T^y ordonnons, et opérons de méine pour les autres compo- 

santes de la force magnétique et pour celles de la force électrique; nous 
obtenons le systeme suivant d'équations fondamentales pour les corps en 
mouvement: 



iA 



(O 



§ + Ty(^-^) 






dz 



'"'^ + ^(1^-^)- 



dt 



dz 



dZ 


dY 


dy 


dz 


d 
dx 


092- 


dX 


dZ 


da 


dx'- 



'^) + Ks + 



dm. d&i\\ 



A 



^^ + l:(«^ 



dt 



dx 



-r£) 



d 



r,(r^-« + Ks + '? + f) 



dY_dX 
dx dy 



(■-)' 



¥ + Ä(^ 



•^^Ic^-^+^lf+f+S)! 



dM dN 

dz dy 



47r Au, 



A 



d^ 
dt 



d 
dz 



+ Jr (r% 



^)-l,i^-^% + p{ 



dOC d% d%\ 
dx dy dz ) 



dN_dL 
dx dz 



aiY ajj . 

= Tr — -yT—47rAv, 



A 



d% 

dt 



d 
dx 



+ -L («2 



r^) 



-Ty(r^ 

dL_dM 
dy dx 



m + r( 



/d9C d% . d^S, 



dx 



+ 



dy 



T dz) 



au UJKL j 

= 7r — jT— 4JrAu!. 



Sur les öqaationa fondameDtales de rélecirodyDamiqao pour lescorps en mouvement. 855 

Elles sont complétées par les relations linéaires qui lient aux forceg 
les polarisations et les coniposantes du courant. Les coefficients de ces 
relations doivent étre regardés coinme des fonctions de Tétat variable de 
la matiére mobile et par conséquent comme des fonctions du temps. 

Notre maniére detablir les équations (i), (i') n*exige pas que le 
systeme de coordonnées einployé soit fixe dans Tespace absolu. I^s équa- 
tions ne changeront donc pas de forine si on reinplace le systéme pri- 
mitivement choisi par tout autre systéme mobile a volonté dans Tespace; 
a j p j Y désigneront les composantes de la vitesse relative par rapport au 
nouveau systéme de coordonnées; les constantes e,/£,A,X'. P, Z* qui 
dépendent de la direction seront aussi, a chaque instant, relatives a ce 
nouveau systéme. Pour un ensemble dB corps qui se meut comme un 
corps rigide, on peut par suite donner aux équations (i) et (i') continu- 
ellement la forme des équations des corps fixes: il suffit d*employer un 
systéme de coordonnées invariablement lié ä celui des corps. Il résulte 
de la que le mouvement absolu d*un systéme de forme invariable n'a 
aucune influence sur son état électrodynamique intérieur, pourvu que 
tous les corps véritablement considérés, méme Téther, participent au mouve- 
ment D^aprés cela, si une portion d'un systéme mobile se meut comme 
un corps rigide, les choses s^y passent comme dans un corps fixe. Si 
donc le mouvement considéré a toutefois une influence sur cette partie, 
cette influence ne peut provenir que des parties ou se trouvent äes de- 
formations, de la elle se propage ensuite vers la partie qui se meut 
comme un corps rigide. Si par exemple une masse métallique solide est 
déplacée subitement dans un champ ma^étique, immédiatement ou plutöt 
en méme temps la surface et le voisinage seulement en sont influencés 
et des forces électriqucs y sont engendrées; ce n'est que secondairement,- 
c^est a dire quelque peu apres, que celles-ci se propagent dans Tintérieur 
de la masse et y produisent les courants. 

Les équations établies sont, par le but et la forme, analogues ä 
celles qu'a données von Hblmholtz au tome 78 du Journal de Bor- 
chardt pour représenter le jeu des forces électrique^ et magnétiques dans 
les corps mobiles. ^ Les dénomiations lui sont en partie empruntées. Ce- 
pendant nos équations différent des siennes, non seulement par la forme, 



* y. Helmhoi/tz, Gesammelte AbbaodlnogeD, I, p. 745. 
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mais aussi par le fonds relativement a certains tennes qui ne peuvent 
pas étre examinés par Texpérience. Maxwell lui-méme me pärait avoir 
fåit abstraction dans son systéme d'une serie importante de phénoménes 
dans les corps en mouvenient. Dans les nombreuses considérations qu'il 
consacre a ces phénoménes, il se borne aux oas ou se contente des rap- 
prochements dont Tobjet est de montrer que la distinction entré la théorie 
des forces a distance et celle de Taction de proche en proche n^est pas 
nécessaire. 



2. Signiflcation physique des différents ter mes. 

Le systéme des équations (i) et (i') nous donne la valeur future des 
polarisations en chaque point fixe de Tespace ou, si nous préférons, en 
chaque element de la matiére mobile, coynme la conséquence déterminée 

• 

des états électromagnétiques et du mouvement actuel dans le voislnage 
du point considéré. Telle est, d'aprés notre maniére de voir, sa signi- 
flcation physique. D'ordinaire, on interpréte tout autrement ces équations. 
On voit, a gauche, la cause dans les vitesses de changement des po- 
larisations: a droite, la conséquence dans les forces induites. Gette opinion 
est née de cette circonstance que les polarisations et leurs changements 
nous sont connus plus töt et plus clairement que les forces coexistantes; 
que par conséquent les membres gauches des équations sont les premiers au 
point de vue de notre connaissance. D'une fa9on générale, elle conduit a 
cette difFiculté que les forces ne sont pas déterminées sans ambiguité par 
les vitesses de changement des pdTarisations, mais contiennent des termes in- 
dépcndants de ces changements. La théorie usitée oppose ces parties comme 
•des forces électrostatiques ou magnétiques aux forces électromagnétiques 
qui selon elle sont seules déterminées par nos équations. Quoique nous 
n^approuvions pas une telle separation, il n'est cependant passans intérét de 
montrer comment les différents termes de nos équations comprennent les 
forces partielles introduites par la théorie usitée. Dans ce but décompo- 
sons les forces sous*la forme Z = X^ + ^^ , L = L^ + L^, etc, et posons 

(2 ) Y, = A [afJt — r£), M^= A {j^ — aZ), 

Z^^ A{pSl — aSJlc), AT, = J(oö^— /99C). 
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De cette fa9on, les équations (i) et (i') donnent pour X^, Y^, Z^ , L^, 
M^ , N^ les relations qu'oii obtient en y mettant ces lettres a la place de 
X, Y y Z y L , M j N et supposant dans les premiers inenibres le second 
et le troisiéine termes nuls. La résultante de Xj , Zj , Z^ est une force 
électrique qui survient quand on déplace un corps dans un champ magné- 
tique et qui est perpendiculaire a la direction du mouvement et aux lignes 
de force magnétiques; c'est cette force que, dans un sens restreint, on a 
Thabitude d'appeler force électromotrice induite par le déplacement. Nous 
insistons sur ce point que, séparer celle-ci de la force totale ne peut avoir 
pour nous aucune signification physique, puisque nous nions que le champ 
magnétique puisse posséder dans Tintérieur d'un corps une vitesse relative 
par rapport a celui-ci. A la force X, , Fj , Z^ correspond la force L^J 
Jlfj , JVj qui doit survenir dans un isolant, si celui-ci se déplace a travers 
les lignes de force d'un champ électrique; celle-ci n'est confirmée jusqu'ici 
par aucune expérience et ii'existe pas dans Tancienne électrodynamique. 
Considérons maintenant. la résultante de L^ , M^ , N^ et imaginons 
dans ce but les solutions générales des équations relativcs a ces grandeurs 

' .. , ..,, dX /df>C d% , d%\ ^ ^. 

exprimees en lonction des quantites u , -jr- , «( -7— + -^ '^ 1~)^ ^^ 

dans ces- solutions, on annule toutes ces quantites, il reste une premiére 
partie de la force qui ne provient pas des actions électrodynamiques. Les 
composantes de ce résidu possédent évidemment un potentiel; c'est cette 
force qui, d^aprés les anciennes idées, est regardée comine une force a 
distance provenant de la masse magnétique. Une deuxiéme partie de la 
force totale sera donnée par cette partie de la solution compléte qui 
s évanouit en méme temps que w , t; , w;. Elle comprend cette force magné- 
tique a distance qui a Tapparence de provenir kIcs courants électriques 
proprements dits. Nous obtenons toute la partie électrodynaihique de la 
force L^ , M^ , N^y si, dans Texpression de la deuxiéme partie, nous rempla- 
9ons /^TTÄu par 

et si nous opérons de méme avec t; et w;. Cela revient a dire que, au 
point de vue de la generation d*une force magnétique a distance, on doit 
considérer comme équivalent au courant proprement dit, d'abord le 
changement de polarisation électrique, en second lieu le mouvement de 



358 H. Hertz. 

convection de Télectricité vraie. La derniére partie de cet énoncé trouve 
dans les recherches de Rowland la confirmation désirée. 

Enfin examinons la force X^ , y\ , Z,. Tout d'abord on peut aussi 
séparer de cette force une partie indépendante des changements du systéme 
avec le teinps; el le posséde un potentiel et est traitée ordinairement comme 
une force électfostatique a distance. De la force électrodynamique restante, 
on peut détacher une-seconde partie qui 8'évanouit en inéine temps que 

-7^ , -j , -jr- . EUe représente explicitement la force d'induction qui pro- 

vient de la variation des aimants, mais elle contient aussi implicitement 
cette force électrique qui doit son existence aux courants variables. Enfin 
il reste encore une troisiéine et derniére partie qui doit étre interprétée 
comme une force électrique produite par le magnétisme déplacé par con- 
vection et qui doit étre citée afin d expliquer certains phénoménes d'in- 
duction unipolaire. 

Cette analyse montre que nous aurions pu aussi arriver au systéme 
des équations (i) et (i') par cette voie: nous aurions additionné l'action 
des diverses forces exigées par les anciennes théories et ajouté en outre 
une suite de termes hypothétiques qui ne peuvent étre ni confirmés, ni 
dementis par les expériences présentes. La voie que nous avons suivie 
exigeait un nombre moindre d^hypothéses indépendantes. Déduisons main- 
tenant de nos équations les énoncés les plus- importants. 



3. Mouvement des corps chargés de magnétisme et d^électricUé 

Htntiqtie. 

Comme causes inflépendantes pour la variation de la polarisation 
électrique ou inagnétique, nous avons d'abord les forces niagnétiques ou 
électriques, ensuite le mouvement des corps matériels. Comme nous Tavons 
montré pour les corps ^xes,la premiére seule ne saurait d'aucune maniére 
déplacer Télectricité vraie ^ dans les isolants, dans aucun cas elle ne produit 

. , , I /d^ (1% dZ. 

C est 1 expressioD — ( -z h 7-^ H — i— ]dT que nous désigooDS par le-Dom d élec- 

47t \ ax dy ciz / 

I /dX dY dZ\ , . 

tricité vraie de 1 element dr^ I expression — i-z h -z ^■ 3"" ) ^t-aot désignée par le nom 

délectrioité libre. Lanalogue a licu pour le magnétisme. 
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un déplacement du magnétisme vrai. La derniére déplace rélectricité et 
le magnétisme par rapport a un systéme de coordonnées fixe dans Tespace, 
mais non pas par rapport a la matiére mobile elle-méme, parce que cfelle-ci 
entraine dans son mouvement les lignes de force dont les extrémités consti- 
tuent rélectricité et le magnétisme vrais. Si donc les deux causes agissent 
en méme temps, le magnétisme vrai dans tous les cas et 1'électricité vraie 
dans les isolants ne peuvent pas avoir de vitesse relative par rapport a la 
matiére qui les comprend; Télectricité et le magnétisme se meuvent, dans les 
dites conditions, avec la matiére dans laquelle ils se trouvent comme 8'ils 
étaient des substances invariablement attachées au points matériels. Pour 
repeter cette pensée dans le langage des formules, difFérentions les.équations 
(i) puis (i') par rapport a jr , y , ;? et multiplions par Télément dr considéré 
comme fixe auquel répondent £,91t,. .. etc. Soit encore df un element 
d*espace qui embrassera a chaque époque la matiére actuellement contenue 
dans dr; soient de'y dm' les quantités d electricité et de magnétisme propre- 
ment dit comprises dans Télément df et £', Slt' etc. les valeurs de £ , fJlC- 
etc. relatives a df. Nous obtenons alors 
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Ces équations comprennent nos énoncés et les complétent au point de 
vue des conducteurs. Si les vitesses a , yS , /^ sont assez petites pour que les 
états électrique et magnétique puissent rester a chaque instant infiniment 
voisins des états statiques, la proposition obtenue est suffisante, mais aussi 
nécessaire, pour déterminer la dépendance des états qui peuvent provenir les 
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uns des autres. L'adjonction de cette proposition perniet donc de rempläcer, 
dans ces problémes, les équations (i) et (T) complétes mais coinpliquées par 
les équations tres simples relatives aux problémes statiques dans les corps 
en repos et qui résultent des équations (i) et (i') en égalant a zéro les 
vitesses en tous les points de Tespace. Cette simplification n'est pas 
possible sans introduire Tidée d'électricité et de magnétisme vrais; c'est 
la surtout que me parait fondée Tutilité trouvée dans ces idées pour 
Télectrostatique et Vétude des phénoinénes magnétiques. 

4. Inductian dans les circults fermés. 

Dans fes équations (i) et (T), les vitesses «,/?,/' sont multipliées 
par Tinverse de la vitesse de la lumiére. Devant celleci, les plus grands 
vitesses que nous puissions donner aux corps sont tellement petites que 
les actions électrodynamiques proprement dites du mouvement ne sont 
perceptibles que dans le seul cas ou ces actions consistent en un courant 
électrique induit dans un circuit métallique fermé. Pour déterminer, en ce 
cas, leur valeur, considérons dans Tintérieur de la matiére considérée une 
portion de surface w' quelconque, non fermée, et mobile avec les points 
du milieu ou elle passé; soient s la longueur de la courbe qui limite cette 
surface, C' le nombre des lignes de force magnétiques qui la traversent 
Les causes de variation de C' sont: d'abord les forces électriques, puis le 
mouvement de la matiére. Si la premiére cause agissait seule, si par 
conséquent le systéme était fixe, la vitesse de changement de C' multipliée 
par A serait égale ä Vintégrale de la force électrique prise le long du 
contour 5, cette intégrale étant prise dans le sens des aiguilles d'une 
montre, pour un observateur situé suivant la normale positive. D'autre 
part le mouvement agissant seul n'aurait pas pour conséquence un change- 
ment de C' parce que, avec la surface a>', il entrainerait aussi les lignes de 
force qui la traversent. Ainsi donc, dans le cas réel de Taction simultanée 
des deux causes, Vintégrale de la force électrique le long de la courbe s 
égale la vitesse de changement du nombre des lignes de force qui traversent 
une surface a>' limitée par 5, obéissant au mouvement, mais d'ailleurs quel- 
conque. Cette proposition sapplique au cas tres particulier, mais seul im- 
portant pour Texpérience, oii la courbe s forme le circuit d'un conducteur 
linéaire, et oii le mouvement est suffisamment lent pour que les états 
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puissent étre regardés comme stationnaires, et le courant naissant comme 
d'intensité égale dans toutes les parties du circuit s. 

Pour traduire notre pensée en formule, uommows n\ x ; n' j y "j n\ 2 
les angles que fait a chaque instant avec les axes, la normale a Télé- 
ment do)' de la surface mobile o)\ Soient £', 91c', QV les valeurs de 
£ , 91c , 91. sur cet element. Soient encore, dio ; n , .r ; n , // ; n , z les 
valeurs de dw' : n\ x ; n'j y ] 71% z dans la position origine. Nous reniar* 
quons que nous avons, pour des raisons purement gcométriques, 
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« 

d'ou, avec le secours des équations (i) et (i') 

+ (^ - '^) cos n ,• .- j doj = f{Xd.r + Yrh, + Zrh), 

bl clerniére intégmle étant prise le long du contour de la surface cd. 
Dans certnins cas, la proposition obtenue se simplifie. S'il est possible de 
trouver un espace qui renferme complétement la courbe s et dans lequel 
ne se trouve pas de niasse magnétique vraie, il est évideinnient indifférent 
que la surface auxiliaire w' suive le inouvement de la partie matérielle 
ou subisse un déplacement indépendant de celle-ci, pourvu qu'elle reste 
seulement a Tintérieur de cet espace et demeure limitée par la courbe s. 
Dans ce cas nous pouvons dire plus simplement: Tintégrale de la force 
électrique le long d'une courbe ferinée s est égale ä la vitesse inultipliée 
par \4 du changement du nombre des lignes de force magnétiques qui 
sont embrassées par la courbe s. Si dans la inénie hypothése la polari- 
sation magnétique est constante en chaque point de Tespace malgré le 
déplacement de 5, la force induite dans la courbe 5 est égale au nombre 
multipliée par Ä des lignes de force magnétiques que la courbe s, dans 
son déplacement, coupe dans un sens déterminé. Si les forces magné- 
tiques sous Tinfluence desquelles se meut la courbe s proviennent unique- 
ment d'un courant uniforme dans un circuit t, le nombre des lignes de 
forces qui traversent s est, comme nous Tavons montré,' le produit du 
potentiel mutuel (de Neumann) des courbes s et t par Tintensité du 
courant dans le circuit t. Dans ce cas, le changement multiplic par A 
du produit énoncé, calculé pour Tunité de temps, donne la force électro- 
motrice agissapte dans la courbe 5. 

Sous Tune ou Tautre forme, ces propositions embrassent tous les oas 
connus dMnduction. Les lois de Tinduction unipolaire peuvent elles aussi 
étre déduites facilement des énoncés généraux. Les phénoménes dMnduc- 
tion (lans les corps a trois dimensions n'ont été étudiés qu'incomplétement 
au point de vue quantitatif. Les équations par lesquelles Jochmann^ 

* IT. IIkhtz, 1. c. p. 641. 

" JocHMANX, Jouniul fUr Matheuiatik, Bd. 63, p. I. 1863. 
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et (rautres ont pu rcprésenter renseinblc des faits obscrvés résultent 
iminédiateinent de nos équatioiis gcnéniles en négligeant des ternies qui 
8'évanouissent par suitc de la nature spéciale du problénie traité. 

Nous ne voulons pas omettre de nientionner que la proposition gé- 
nerale de Tinduetion peut s'énoncer sous une autre fonne tres elegante 
si on consent ä parler d'un niouvement propre des lignes de force et a 
considérer tout changeuient general de la polarisation magnétique coninie 
conséquence d'un tel niouvement des lignes de force. Nous pouvons des 
lors dire, en épuisant tous les cas possibles: la force électrique induite dans 
une courbe quelconque. s est égale au nombre niultiplié par A des lignes 
de force magnétique qui, dans Tunitc de temps, sont coupées dans un 
sens déterminé par la courbe s. Cependant, bien que rien ne défende de 
faire un u^age accidentel du mode de raisonnement qui est au fonds de 
cet énoncé, nous ferons mieux de Téviter dans le present mémoire. Car 
cette idée employée par Fauaday et développée par Poynting/ que les 
lignes de force peuvent avoir une vitesse relative par rapport au milieu 
qu'elles traversent est certes tout a fait remarquable; mais elle est d'une 
nature absolument diflférente de la notre par laquelle les lignes de force 
représentent les divers états de la matiere. Cela n'a pas de sens de parler 
d'un niouvement propre de pareils ctats. 



5. Suvfaces de gUssement. 

A la surface de separation des corps de nature différente, les con- 
stantes électrodynamiques peuvent passer. d'une maniére discontinue d*une 
valeur a une autre sans que, en méme temps, les composantes de la vitesse 
a , y9 , /^ sur cette surface subissent des changements brusques. Comme 
surfaces de discontinuité de cette espéce, on doit considérer les surfaces 
de contact des corps solides contre les liquides ou des liquides entré 
eux; nous pouvons aussi supposer de cette nature la separation des corps 
avec réther. IVintervention du mouveinent continu a de telles surfaces 
de separation ne donne lieu a aucune nouvelle considération; les états 
de^ parties matérielles .des deux cotés de la surface sont liées par les 
relations connues pour les corps fixes. 

* I. H. PoYNTjNO, Philosophical Transactions, t. 2, p. 277. 1885. 
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Il en est autreinent des surfaces oii les composantes de la vitesse 
subisscnt des ehangements diseontinus. Coinme, d'aprés une remurque de 
rintroduction, la discontinuité ne peut affecter que les composantes pa- 
ralléles aux surfaces de separation, il convient d'appeler celles-ci surfaces 
de glisseinent. EUes peuvent se trouver chez les corps solides qui se 
touchent. Il est aussi quelquefois commode et pennis par notre igno- 
rance de la véritc de considérer la surface de separation d'un corps avec 
Téther comnie une surface de glissenient. Coninie nous le reniarquions 
aussi dans Tintroduction, nous considérons une surface de glisseinent 
conime le cas liinite d'une couche de passage dans laquelle les vitesses 
et peut-étre aussi les constantes électrodynamiques peuvent passer, tres 
vite il est vrai, mais d'une fa9on continue d'une valeur a une autre. 
Gette maniere de voir rend applicable a un systéme oii se trouvent des 
surfaces de glisseinent les propositions générales que nous avons obtenues 
jusqulci. La justification de cette inéthode est qu'elle ne conduit pas a 
des contradictions avec Texpérience. Pour qu'elle suffise a dcterminer les 
relations aux surfaces de glisseinent, la inaniére dont on passé a la liinite 
doit étre assujettie a certaines restrictions générales. Ges restrictions con- 
sistent ä supposer qu'une suite de grandeurs reste ifinie dans la couche 
de passage. Nous faisons abstraction de Texistence des forces électro- 
motrices a la surface de glisseinent. Nous choisissons Torigine des coor- 
données en un point de Télément considéré de la couche de passage, elle 
suivra ce point dans son mouvement; Taxe des 2 sera choisi et demeurera 
perpendiculaire a la surface de glisseinent. La couche de passage forine 
donc constaniinent le voisinage iminédiat du plan xij, Nous supposons 
eiicore que dans la couche de passage les quantités 

X , y , Z, L , M , N, 

u y v , IV, a , i3 j r 

restent finies ainsi que les dérivées de ces quantités parallélement a la 
surface de separation, c'est a dire par rapport a re et y, puis les dérivées 
de SC , ^J, S , £, 9TL , 9L par rapport au temps t. Au contraire, nous 
ne pouvons pas exclure Texistence de dérivées inlinies par rapport a ^, å 
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Tc^^^tion de ' qui doit rester finie d^ipres une reinarquc meiitioniice 

dans rintroduction. IVaprés cela, y lui-inéine est cvanouissaiit dans toute 
la couche de passage. Cela supposc, inulti]>lions les deux preniieres de 
cliaque groupe des équations (i) et (i') pnr dz^ intégrons par rapport a 
z a travers la eouehe de passage et n^oublions pas que, fi canse de la 
pctitesse du cluunp de Tintégration, toute intégrale de quantités finies 
s'évanouit. En dcsignant par i et 2 les deux cötés de la surfaee de 
glissement, nous obtenons les 4 équations 



(5) 



A / 9t J^. -=Y,-Y„ -A /k ;g./. ^- X, - X„ 



(5') 



.V ''/? 



/ %'^^dz =^.M,-M„ ^ly^^t^i^ = ^ - W 



Elles donnent la relation qui lie les coniposafites tangentielles de la foree 
de part et d^autre de la surfaee de glissement. Les composantes. normales 
a la surfaee de separation sont, ici eomme dans les eorps fixes, liées par 
la condition que la densité superfieielle du magnétisme vrai dans les 
surfaces de contact ne peut changer d'autre fa9on que par eonveetion, 
ni la densité superfieielle de Télectricité 'd'autre fa(,*on que, soit par eon- 
veetion, soit par un courant proprement dit. 

Si rélément considéré de la couche de contact ne renferme pas 
d'éléctricité ou de magnétisme vrais, 2» et é)c sont constants a Tintérieur 
de la couche de passage; les égalités (5) et (5') prennent alors la formo 
plus simple 

(5") X, - X, = ^9l(/9, - ,^J, l\ - y. = A^t{a, - et,), 

(5'") . X. - i. =" A%{p, - 13,), M, - iJy, = JS(ot. - «,). 

Pour (ionner un exemple de Tapplication de ces équations, imaginons 
qu*un solide de revolution tourne autour de son axe dans Pespace creux 
d'un autre solide qui Tembrasse étroitement. Si ce systéme vient a étre 
soumis a Tinfluence d'une distribution de forces magnétiques qui soit 
symétrique par rapport a Taxe de rotation, il n'y aura, d'aprés notre 
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inatiiére de voir, aucun motif (l'apparition de force électrique dans riiitérieur 
des deux corps. De telles forces fcroiit en effet défaut si rexcitatidtHHpag- 
nétiqUe se borne entierenient a rintéricur de Tun ou Tautre corps. Mais 
si les lignes de force traversent la surface suivant laquelle les deux corps se 
touchetit, alors elles provoquent sur cette surface les forces électromotrices 
dounées par les équations (5"); ccs forces se propagent a Tintérieur des 
corps et par conséquent y produisent les tensions et les courants électriques. 
Eifectiveinent, Texpérience ne laisse pas de doute sur la naissance des cou- 
rants dans ces conditions. Si les corps considérés ne sont pas conducteurs 
et si on les souniet a Tinfluence de forces électriques, distribuées syrnétrique- 
ment autour de Taxe de rotation et qui ne s'évanouissent pas a la surface 
de glissement, les équations (5'") montrent que le mouvenient introduit 
des forces niagnétiques dans le voisinage de cette surface. Sans doute 
ces actions n'ont pas encore été observées avec autant de certitude que 
les premiéres mentionnées, cependant une indication au moins de celles-ci 
se trouve dans les expériences de M. Röntgen.^ 

Dans le cas general ou sur la surface de contact se trouve une 
couche d'électricitc vraie et de magnétisine vrai, la connaissance seule de 
la densité superficielle de cette couche ne . suffit pas pour trouver les 
intégrales des équations (5) et (5'); il faut connaitre en outre de quelle 
nianiére rélectricité et le magnétisine participent au mouvement de 
Tun ou Tautre corps en contact dans la couche de passage.' Cette 
indétermination réside dans la nature du sujet. \Iniaginons que, dans 
Texpérience de Rowland sur Taction magnétique de Télectricité en 
mouvement de convection, le disque électrisé tourne, non plus dans 
Tair, mais dans un isolateur solide qui lentoure étroitement. L^action 
magnétique sabaisserait évidemment jusqu*a s'évanouir, a mesufe que 
rélectricité passerait de la surface du disque tournant sur la surface en 
contact du corps fixe. 



6. Conservation de Véneryie. 1Poi*c€h pondéromotriceH. 

Pendant que le systénie passé de Tétat primitif a Tétat final, imagi- 
nons cbaque element de temps partagé en deux périodes. La premiére 

* W. C. Röntgen, Wiedcmanns Annalen, t. 35, p. 264. 1888. 
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fera passer les parties inatérielles de la premiére a la derniére position 
et par suitc entrainera les lignes de forces dans le mouvement des parties 
inatérielles. Dans la deuxiénie période, Taction des forces électriques et 
magnétiques subsistantes interviennent pour amener les états électromagne- 
tiques a leur état final. Le changement total de Ténergie électrodyna- 
mique du systénie est la somme des variations qu'elle éprouve dans les 
deux périodes. Dans la deuxiéme' période, les choses se passent comme 
dans les corps fixes. Dans ce cas, nous savons déja comment les varia- 
tions de Ténergie électrodynamique sont couipens4es par d'aulres forme» 
d'énergie. Mais, pendant la premiére période, Ténergie électrodynamique 
de chaque partie du systéme change aussi. Il nous reste donc a montrer 
ce que devient Ténergie disparue, d'ou vient Ténergie accumulée. Par 
Icxpérience présente, on peut démontrer sans incertitude la rigucur de cet 
énoncé que, dans tout systéme électrodynamique complet, Ténergie en 
question est compensée par le travail mécaniq\ie exécuté, pendant le tern ps 
considéré, par les forces pondéromotrices électriques et magnétiques du, 
systéme. Cet énoncé accepté comme absolument general ne suffit ce- 
pendant pas encore pour déduire complétement et avec rigueur les forces 
pondéromotrices des changements calculables de Ténergie électrodynamique. 
Nous admettrons donc encore deux choses, nécessitées, non par Texpérience, 
mais par nos principes particuliers. La premiére, c'est que Ténoncé donné, 
et vérifié expérimentalement pour tout systéme électrodynamique complet, 
est applicablc aussi a toute partie matérielle du systéme. La deuxiéme, 
c'est qu'une partie quelconque du systéme ne peut exercer sur la partie 
restante aucune autre force pondéromotrice que des pressions qui, a la 
surface commune, sont exercées par les elements de la premiére partie 
sur les elements en contact de la partie restante; ces forces, en chaque 
point de la surface de contact, dépendent seulement des ctiits électro- 
magnétiques du voisinage immédiat. La premiére hypothése détermine 
les pressions exigées par la deuxiéme; nous allons en calculer les grandeurs 
et montrer qu^elles permettent d'expliquer les faits de Tobservation im- 
médiate. Quant au principe de la conservation de Ténergie, il est evident 
qu'il est satisfait par la fa9on méme dont nous déterminons les forces de 
pression. 

Considérons, pendant Télément de temps rUy Ténergie magnétique 
d'un element materiel et soient df son volume variable, dr la valeur de 
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dr^ au (lél)iit de réléinent de temps dt, Pour sitnplifier, choisissons 
TorigiDe des coordonnces en un point materiel de r/r. Si df se déplaee 
connuc un corps rigide pendant qu'il entraine ses lignes de force avee 
lui, son cnergie intcrieure ne changera pas, Donc le changement.de cette 
énergie est exclusivement une fonction des deformations qu'éprouve dr' 
par suite du mouvement. Nous allons chereher la valeur de cette fonction. 
Il faut remarquer cependant que les deformations font varier non seule- 
ment les polarisations mais aussi les propriétcs du support materiel de 
ces polarisations, c'est. a dire les constantes magnétiques. Pour calculer 
CCS variations, nous devons établir une suite de nouvelles notations. Nous 
définissons d'abord a c6té des constantes /i, une suite de constantes fx par 
la condition que lon ait: 

iL + 91Uf + ^IN = II,, 7/ + 2/i,, LM + ...= /i;,2' + 2/i;,i^n: + . . . 

Les /i' sont donc les coeffifSents des £,91c,9c dans les fonctions linéaires 
de ces grandeurs qui sont égales aux forces i, MyN. Nous nommons 
ensuite c j ^ , C 1^-^ déplacements cprouvés pendant le temps df par le point 
dont les vitesses sont ol^ p , y. Des lors les grandeurs 

'11— r ''^ 4. !l5 — r » 

d.r'- ^^' dy'^ dx~~ ^^' • •• 

sont les composantes des deformations de Télément dz' dans lequel se 
trouvent les déplacements c ? ^ > C- Les constantes fi sont des fonctions 
de ces deformations; elles dépendent en outre des rotations p^OyX que 
le mouvement fait subir a cet element. Comme pendant le temps dt^ 
aussi bien les t^,x^, etc. que les p y (t , t restent infiniment petits, la 
relation est linéaire: elle est connue des qu'on donne les dérivées des /i 
par rapport a p , rr , r, rr^. , .r„, etc. Les dérivées par rapport k p , (t , t 
sont calculables au moyen des valeurs des // elles-mémes; mais, pour les 
dérivées par rapport a x^ , x„, etc. il n en est pas de méme, et nous devons 
admettre qu'on nous donne d'autre part les grandeurs 

dfin ___ ; dfln _ ; . dfi[i _ , ^Iflxt 



fUr ~ /^'^ ''' lix, "~ '^'>'^^' • * " dx, ' " '^'''''' dx.: " '^''''' 



. . • • 



» \T 



Vgl. G. KiHCHHOFF, Morhanih\ p. 1 23. 1 887. 
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Les 36 constantes aipsi définies correspondent évidemment a des pro- 
priétés magnétiqués de la raatiére particulifere qui remplit Tespace rfr' 
dans retat jnstantané de sa deformation. Nous ne pouvons pour notre 
but -laisser de cöt^ aucune de ces constantes ni en calculer a priori aucune 
au moyen des propriétés magnétiques considérées jusqu'ici. Par une 
orientation convenable du systéme des coordonnées, on peut diminuer le 
nombre des constantes nécessaires; une diminution survient aussi si cer- 
taines conditions de symétrie sont réalisées par rapport au systéme de 
coordonnées. Dans le cas le plus simple, la substance est homogéne au 
debut et demeure homogéne malgré les deformations qui surviennent; c^est 
le cas des fluides. Le nombre des constantes s'abaisse alors a une seule 
qui, avec la constante de magnétisation, définit d'une maniére sufllsante 
les propriétés magnétiques. Il semble possible d'ailleurs que, mémev dans 
le cas general, on puisse démontrer entré les constantes des relations né- 
cessaires qui les réduiraient a un nombre moindre de constantes indé- 
pendantes. 

Ces notations posées, nous obtenons successivement, pour la variation 
d'énergie de Tespace rfr' dans Tunité de temps, les deux expressiofis 



sui vants: 



(6) 



Jt 



:^{£L + fHflM + f:flN)dT' 



8ff 



■ + (SL + mM + eEW)(| + 1 + g) 



Nous allons faire disparaitre dans la derniére les dérivées par rapport 
au temps. Pour les grandeurs 'ii ^ -jr y '~jr ^ ^^^ équations (i') nous 

donnent, eti tenatit compte seulement de Tinfluence du mouvement et en 
annulant les vitesses oljP,y en vertu du choix de notre systéme de co- 
ordonnées : 

AeU mathtmmtiem. 14. Imprimé le 19 jnin 1891' 47 



370 H. Hept«. 



f=-^(l+s)+<:+^£. 

dt • \dz • ax I dz dx 

^^-W^ + ^J^l + cJ + sitJ:. 

dt \dx dyj dx dy 

Ensuite nous avonfl poiir la grandeur -^ 

dfi^ _ dfi^ dx^ dfi^ ^y I I ^jh} ^ 4. 

dt dx, dt "^ dx^ dt '^ ' " ^ dp dt'^"' 

~f^'''''dx^f^''''\dy^ dx) "^ ••• "^ 2d^ \d^~di)^"" 

Nons obtenonR des exprepsions analogneft poiir -j^ , . . . . Nour portons 

toutea ces valeurs dans la derniére expression (6); cette expression de- 
viendra une fonction linéaire homogéne des 9 dérivées de ay^yf par 
rapport a x , y y z. Mais nous pouvons ordonner cette fonction de fayon 
qu'elle se présente comme une fonction linéaire homogéne des 6 vitesses 

de deformation V » -7- + ^t ••• et des 3 vitesses de rotation - (-; -r-K-*-- 

dx^ dy * dx^ ^ 2 \dy dxP 

Nous remarquons ensuite que les coefficients des 3 vitesses de rotation 
doivont nécessairement disparaltre, parce que si 1'élenient se déplace comme 
un corps solide, son énergie interne demeure constante. Ainsi, nous re- 
jetons simplement les termes affectés de ces vitesses de rotation; nous rédui^ 
sons a Tunité de volume en divisant par r^r, et nous obtenons finalement: 



1^ 

dxdi 



OK 



= ^^ (CL -9R:M-0Ci^+/i;,„C'+2/4.,C€m:+...) 

+ ^ ( J + ^)(SN + &IL + /i;,„C' + 2/,:„.C9R: + ...) 

+ i-„{^ + -£)(^'^ + 5^J»f +//;,., c* + 2/4..csrc + ...). 
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Dans la fonctioii linéaire des vitesses de deformation que forme le second 
raembre, le coefificient changé de signe de chacune de ces vitesses donne 
évidemrnent la composante de pression par laquelle la matiére en per- 
turbation magnétique tend a augmenter la deformation correspondante. 
Nommons en effet, suivant une notation usitée,^ J!^ , X^ , X, les compo- 
santes de la pression que la matiére de Télément dr fait subir a une 
surface perpendiculaire a Taxe Xy et adoptons la méme notation pour les 
autres axes; Texpression 

'^•S + n| + 2.£ + i'.(f + %) + x.{t + £) + ^,(g + D 

donne le travail mécanique dépensé par la matiére de Télément dr dans 
la deformation, ce travail étant rapporté aux unités de temps et de vo- 
lume. D'aprés notre hypothése, cc travail mécanique est egal a Ténergie 
magnétique perdue par suite de la deformation. Comme cela a lieu pour 
toute deformation, il en résulte la demonstration de notre énoncé. Cha- 
cune des composantes de pression ést une fonction quadratique homogéne 
des 3 composantes de la force magnétique régnante, ou si on veut égale- 
ment, de la polarisation magnétique régnante. Par des considérations 
tout a fait analogues, on peut obtenir des expressions tout a fait ana- 
logues pour les pressions qui proviennent des perturbations électriques. 
La. pression résultante est la somme des pressions électrique et magnétique. 
Sur les valeurs trouvées des pressions pondéromotrices, nous ferons 
trois rcmarques. La premiére concerne la différence entré notre systéme 
de pressions et le systéme que Maxwell a donné pöur le cas general oii 
les forces et les polarisations n'ont pas la méme direction.^ Les formules 
de Maxwell sont d'abord plus simples parce que pour les établir il ne 
tient aucun compte de la deformation possible du milieu. Une différence 
beaucoup plus importante consiste en ce que les composantes de pression 
X et T- ont des valeurs différentes chez Maxwell, et chez nous sont 
identiques. D^aprés notre systéme, chaque particule matérielle abandonnée 
a elle-méme changera de forme en obéissant au principe des aires; d^aprés 
le systéme de Maxwell elle prendra une rotation en méme temps et 

' G. KiRCHHOFF, Mechanik. Elfte Vorlesung. 

' Maxwell, TrecUise on electriciiy arui magneiism. 1873. Vol. 2, p. 254 (p. 313 
de la traductioD franyaise de M. Seliomann-Lui). 
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n^obéira dono pas a ce principe. Les pressions de Maxwell ne peuvent 
donc pag devoir leur existence ä ce qui se pasae dans Vintérieur de Télé- 
nient, elles ne trouvent aucune place dans la théorie élaborée ici. El les 
sont sans doute admissibles, si Ton part de cette hypothése que, dans 
rintérieur deg cprps en mouvement, Téther demeure en repos et fournit 
le point d^appui nécessaire pour la rotation qui survient. 

La deuxiénie remarque concerne la forme simple que prennent nos 
formules, *quand on les applique aux corps qui, comme les fluides, sont 
isotropes et demeurent tels malgré la deformation. Le systeme de con- 

stantes fi' se réduit a une séule fj! ^= - . Si nous désignons encore par 

a la densité du fluide, nous avong 



d'- 



/*1111 /*2222 /*8388 "^ 



t^\%\\ — . . . — = O. 



IL__1 ^ 



d log a fÅ^ d log (T ' 



Alors les composantes de la pression sont: 



6') 



X,=-fA-L^ + M* + N^)- ^J^,iL[ + ^' + ^^ 



Stc 



r„ = 



z.= 



£ (L» — AP + W) 



-ti (L» + M 

It ^ 



N^) 



^,= 



X.= 



r. = 



d/Å 



^nd loir (T 



dfi 



Srrd log a 



{L" + M' + iV»), 



4^ 



47r 
4n 



VON Helmholtz ^ est déja parvenu pour le méme cas et par une voie 
semblable a un resultat tout a fait identique. Nos formules se tr^ns- 



^ v. Helmholtz, Wiedemann^s Annalen, t. 13, p. 400. 1881. 
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förment dans les siennes par un simple changemcnt de notation. Il suffit 
de remplacer L , M ^ N j fi par JijZjZ) ^ + A^rf^ ^^ d© remarquer que le 

f) de Helmholtz est egal a -n = — tt — • * 

^ a log (T 4nd log a 

La troisiéme remarque concerne la question de savoir jusqu'ä quel 
point les résultantes des pressions déduites* de nos hypothéses concordent 
avec les forces mécaniques et les couples que nous observons eflfective- 
ment dans les corps qui subissent une pertur bation électromagnétique. 
Nous remarquons avant tout qu'en réalité nos expériences sont limitées 
aux systemes infiniment voisins de Tétat statique ou stationnaire. Mais^ 
pour de tels systemes, le principe de la conservation de Ténergie, ä lui 
seul, sufifit a déterminer complétement et sans ambiguité, par la perte 
d'énergie due au déplacement des corps, la force mécanique qui s'y 
oppose et on peut regarder comme déjä prouvé que les forces ainsi cal- 
culées sont d*accord avec Tobservation. Comme les pressions que nous 
avons calculées förment un systéme de forces qui satisfait au principe de 
la conservation de Ténergie, elles colncident avec le premier systéme de 
forces, calculé par le méme principe et qui est d'accord avec Texpérience. 
Pour parvenir au méme resultat a postériori, remarquons que dans les 
cQnditions de la réalité, les pressions électrodynamiques sont beaucoup 
trop faibles pour produire des deformations considérables des elements de 
volume des corps solides. Celles de ces deformations qui sont dues ä 
rélectricité constituent les phénoménes d'électrostriction; on a Thabitudc 
de les séparer sous ce titre des phénoménes de Télectrodynamique propre- 
ment dite. Si donc nous faisons ici abstraction de cette classe de phé- 
noménes délicats, il est équivalent pour la suite, ou de prendre pour les 
corps solides les pressions que nous avons calculées, ou de n*en prendre 
aucune, ou d'en prendre d'autres quelconques du méme ordre de grandeur. 
Nous pouvons donc nous contenter, pour le cas general, des forniules simples 
(6'). Dans ces formules, il faut entendre par /i, pour le cas des corps cristal- 

lisés, une constante quelconque du méme ordre de grandeur que /im/iia, 

Mais nous pouvons simplifier encore les formules (6') en négligeant les 



^ Los Signes sont oontraires, paroe que^ c^est la poossée que Helmholtz et la 
pression que nous oomptoDS poBitiyement. 
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terines affectés de -r-p — . Car ces terines rcprésentent une pression uni- 

forme et ne peuveut provoquer aucun déplacemeiit fiiii dans les liquides, 
a cause de leur faiblc compressibilité: ils produiront seulemcnt des phé- 
noménes d'électro8triction et de inagnétostriction. Dans les corps gazeux, 
ces termes disparaissent parce que la constante /i et la constantc diélec- 
trique ne changent pas sendblemcnt avec la densité a. D'apres celä, les 
forces pondéroniotrices qui provoqucnt les déplacements mésurables des 
corps les uns par rapport aux autres doivent étre bien représentées par 
les résultantes du systenie suivant de pressions, adopté comme entiérement 
valable : 

r, = £ {V - M' + .Y^, X, = - ^ jvx, 

Ce systenie simpliiié des pressions magnétiques est inaintenant celui 
de Maxwell.^ Maxwell a bien niontré que ce systéme, joint a celui 
des pressions élcctriques correspondantes contient les forces pondéromotrices 
observées entré les aimants, les courants stationnaires et les corps élec- 
trisés. Nous pouvons nous rapporter a son exposition simple. 

D*ailleurs, et cela ne paralt pas avoir été remarqué, le systéme cal- 
culé des pressions ne laisse en repos Tintérieur d'un corps homogéne, en 
particulier de Téthcr, que si les forces agissantes ont un potentiel, comme 
dans les états statiques ou stationnaires. Dans le cas d'une perturbation 
électromagnétique quelconque, les pressions trouvées doivent mettre en 
raouvement Tintérieur de Téthyr, que nous avons expressément supposé 
mobile, avec des vitesses que nous pourrions calculer si nous avions une 
donnéc sur la masse de Téther. Ce resultat parait peu vraisemblable. 
Cependant, a Tégard du present travail, on nest pas fondé a refuser la 
théorie a cause de lui, car H n'est en contradiction ni avec nos hypo- 



* Maxwell, Trealrisr. on electricity and magnetism. 1873. Vol. 2, p. 256 (p. 
315 de la traductioD franyaise). Les signes sunt ici chaogés parce que chez Maxwell 
oeflt UDC poossée et cbez nous une pression qui est compt^e positivement. 
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théses, ni avec rexpérience. La faible masse d*air qui reste dans les 
espaces vides sufiPit par exemple bien entiérement a porter a une grandeur 
insensible les courants qui pourraient étre excités dans cet espace. 

Pour terminer, je désire insi3ter encore sur ce point, que c^est seule- 
ment au point de vue de Tordre systématique que j'attribue une valeur 
a la théorie exposée ici. Elle montre comment nous pouvons traiter 
entiérement les phénoménes électromagnétiques dans les corps mobiles 
sous certaines restrictions d'ailleurs arbitraires. Que ces restriction^ ré- 
pondent au cas de la nature, cela est peu vraisemblable. La théorie 
rlgoureuse disfinguerait plutöt les états de l'éther de ceux de la matiére 
pondérable qui lui est mélée. Mals Tétablissement d'une théorie corres- 
pondante a cette considération me paraissait exiger des hypothéses plus 
nombreuses et plus arbitraires que celles qui font la base de la présente 
théorie. 
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